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Ââåäåíèå.

Îïòèìèçàöèÿ àëãîðèòìîâ äëÿ èãðû áûêè-êîðîâû òðàäèöèîííî âåäåòñÿ â
äâóõ íàïðàâëåíèÿõ.

• Ïåðâîå íàïðàâëåíèå. Ìèíèìèçàöèÿ ñðåäíåãî ÷èñëà õîäîâ, êîòîðîå òðà-
òèòñÿ íà îòãàäûâàíèå ïðîèçâîëüíî çàãàäàííîãî íîìåðà. Ýòà çàäà÷à
ðåøåíà (ñì. [1] è [2]), ñðåäíåå ÷èñëî õîäîâ ðàâíî 26274/5040=5.2131.
Äîñòàòî÷íî ëèøü íàéòè àëãîðèòì ñ òàêèì ñðåäíèì ÷èñëîì õîäîâ.

• Âòîðîå íàïðàâëåíèå. Èçâåñòíî, ÷òî íåëüçÿ ïðèäóìàòü àëãîðèòì, â êî-
òîðîì ëþáîé íîìåð óãàäûâàëñÿ áû çà øåñòü è ìåíåå õîäîâ, â òî æå
âðåìÿ èçâåñòíî, ÷òî ñóùåñòâóþò àëãîðèòìû, êîòîðûå óãàäûâàþò âñå
íîìåðà íå áîëåå ÷åì çà ñåìü õîäîâ. Èñõîäÿ èç ýòîãî, ïîëó÷àåì âòîðîå
íàïðàâëåíèå îïòèìèçàöèè - ìèíèìèçèðîâàòü ÷èñëî íîìåðîâ, êîòîðîå
óãàäûâàåòñÿ ðîâíî çà ñåìü õîäîâ.

Íàõîæäåíèå ìèíèìàëüíîé ñðåäíåé äëèíû èãðû èëè ìèíèìàëüíîãî ÷èñ-
ëà íîìåðîâ, óãàäûâàåìûõ ðîâíî çà ñåìü õîäîâ, ÿâëÿåòñÿ ÷ðåçâû÷àéíî òðó-
äîåìêîé çàäà÷åé. Ïîïðîáóåì ãðóáî îöåíèòü ÷èñëî âàðèàíòîâ â àëãîðèòìå
ïîëíîãî ïåðåáîðà. Î÷åâèäíî, ÷òî â êà÷åñòâå ïåðâîãî õîäà, äîñòàòî÷íî ðàñ-
ñìîòðåòü íîìåð 0123. Ýòî íèñêîëüêî íå îãðàíè÷èâàåò îáùíîñòè. Õîäû ñî
âòîðîãî ïî øåñòîé èìåþò ïî 5039 âàðèàíòîâ (õîä 0123 íå èñïîëüçóåòñÿ).
Ïîñëå êàæäîãî èç õîäîâ ìîæíî ïîëó÷èòü ìàêñèìóì 14 îòâåòîâ, ïî îäíî-
ìó èç êîòîðûõ (÷åòûðå áûêà è íîëü êîðîâ) äàëüíåéøèé ïîèñê íå âåäåòñÿ.
Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà, ìîæíî óìåíüøèòü ñðåäíåå ÷èñ-
ëî ïåðåáèðàåìûõ âàðèàíòîâ â ÷åòûðå ðàçà è ñðåäíåå ÷èñëî îòâåòîâ òàêæå
â ÷åòûðå ðàçà. Ïîëó÷àåì îöåíêó ÷èñëà âàðèàíòîâ äëÿ ïîëíîãî ïåðåáîðà
50395 × ( 13

16 )6 ≈ 9.3 × 1017. Ýòî ïðîñòî àñòðîíîìè÷åñêàÿ öèôðà äàæå äëÿ
ñîâðåìåííûõ êîìïüþòåðîâ.

Ñòàòüÿ ðàçáèòà íà íåñêîëüêî ÷àñòåé. Â ïåðâîé ââîäÿòñÿ îáîçíà÷åíèÿ
è äàåòñÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ òåîðèÿ. Âî âòîðîé îïèñûâàþòñÿ àëãîðèòìû. Â
òðåòüåé ðàññìàòðèâàþòñÿ îñíîâíûå óçëû àëãîðèòìà ïåðåáîðà. Â ÷åòâåðòîé
êðàòêî îïèñàíû êîìïîíåíòû ïðîãðàììû. Â ïÿòîé ïîêàçàíû ðåçóëüòàòû ðà-
áîòû àëãîðèòìîâ ìèíèìèçàöèè ÷èñëà íîìåðîâ, óãàäûâàåìûõ ðîâíî çà ñåìü
õîäîâ. Â øåñòîé àëãîðèòì áóäåò ðàñøèðåí äëÿ ìèíèìèçàöèè íå òîëüêî ÷èñ-
ëà íîìåðîâ óãàäûâàåìûõ ðîâíî çà ñåìü õîäîâ, íî è çà øåñòü, ïÿòü è òàê äà-
ëåå õîäîâ. Â ñåäüìîé ÷àñòè îïèñûâàþòñÿ ðåçóëüòàòû ìèíèìèçàöèè ñðåäíåé
äëèíû èãðû. Â âîñüìîé îïèñûâàåòñÿ ïîñòðîåíèå äåðåâüåâ õîäîâ, êîòîðûå
áóäóò èñïîëüçîâàòüñÿ äëÿ âåá ïðèëîæåíèÿ, ãäå êîìïüþòåð áóäåò îòãàäû-
âàòü íîìåðà, çàäóìàííûå ÷åëîâåêîì. Â äåâÿòîé ÷àñòè ïðèâîäÿòñÿ äàííûå î
âðåìåíè ðàñ÷åòîâ.
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1 Òåîðèÿ.

1.1 Îáîçíà÷åíèÿ.

Îòâåò íà íîìåð îáîçíà÷àåòñÿ -
”
÷èñëî áûêîâ.÷èñëî êîðîâ“. Íàïðèìåð, 2.1

îçíà÷àåò, ÷òî ïîëó÷åí îòâåò äâà áûêà è îäíà êîðîâà.
Íîìåð t ñ îòâåòîì r íàçûâàåòñÿ õîäîì, îáîçíà÷àåòñÿ - (t, r). Èíîãäà, õîä

áóäåò ïèñàòüñÿ áåç ñêîáîê è çàïÿòîé - 5678 0.1.
Ìíîæåñòâî âñåõ íîìåðîâ îáîçíà÷àåì çà Ω = (0123, 0124 . . . 9876).
Ìíîæåñòâî âñåõ îòâåòîâ îáîçíà÷àåì çà R = (0.0, 0.1 . . . 4.0).
Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü õîäîâ îáîçíà÷èì çà (t1, r1) . . . (tn, rn).
Íîìåðà óãàäûâàåìûå ðîâíî çà k ïîïûòîê áóäóò íàçûâàòüñÿ

”
k-õîäîâêàìè“.

Ìèíèìàëüíîå ÷èñëî íîìåðîâ, ñðåäè âñåõ àëãîðèòìîâ, óãàäûâàåìûõ ðîâ-
íî çà k ïîïûòîê, ïîñëå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè õîäîâ (t1, r1) . . . (tn, rn) îáîçíà-
÷èì çà Φk[(t1, r1) . . . (tn, rn)].

Ìèíèìàëüíóþ äëèíó èãðû, ñðåäè âñåõ àëãîðèòìîâ, ïîñëå ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè õîäîâ (t1, r1) . . . (tn, rn) îáîçíà÷èì çà ∆(t1, r1) . . . (tn, rn)]. Ïðåäïîëî-
æèì, ÷òî ïîñëå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè õîäîâ îñòàëîñü m íîìåðîâ. Äëÿ òîãî,
÷òîáû ðàáîòàòü ñ öåëûìè ÷èñëàìè áóäåì èñïîëüçîâàòü àíàëîãè÷íóþ ôóíê-
öèþ ðàâíóþ ñóììå ÷èñëà õîäîâ äëÿ îòãàäûâàíèÿ âñåõ îñòàâøèõñÿ íîìåðîâ.
Λ[(t1, r1) . . . (tn, rn)] = m×∆[(t1, r1) . . . (tn, rn)].

Ðàññìîòðèì õîäû (t1, r1) . . . (tn, rn) è íîìåð p. Ñóììó ÷èñëà íîìåðîâ óãà-
äûâàåìûõ ðîâíî çà k ïîïûòîê, ïîñëå õîäîâ (t1, r1) . . . (tn, rn) è ñëåäóþùåãî
õîäà p c ëþáûì âîçìîæíûì îòâåòîì îáîçíà÷èì Φk[(t1, r1) . . . (tn, rn)(p, ∗)].

Φk[(t1, r1) . . . (tn, rn)(p, ∗)] =
∑
r∈R

Φk[(t1, r1) . . . (tn, rn)(p, r)] (1)

Àíàëîãè÷íî,

Λ(t1, r1) . . . (tn, rn)(p, ∗)] =
∑
r∈R

Λ[(t1, r1) . . . (tn, rn)(p, r)] (2)

Êàæäûé íîìåð ñîñòîèò èç ÷åòûðåõ öèôð, êàæäàÿ èç íèõ çàíèìàåò ïîçè-
öèþ îò 1 äî 4. Ïåðâàÿ öèôðà èìååò ïîçèöèþ îäèí, âòîðàÿ äâà è òàê äàëåå.
Êàæäàÿ öèôðà ìîæåò áûòü îò 0 äî 9. Îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî âñåâîçìîæíûõ
ïåðåñòàíîâîê öèôð îò 0 äî 9 è ïîçèöèé îò 1 äî 4 çà Ψ, à ýëåìåíòû ýòîãî
ìíîæåñòâà ψ ∈ Ψ.

Ðåçóëüòàò äåéñòâèÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ ψ íà íîìåð t, áóäåì îáîçíà÷àòü ψ(t).
Ðåçóëüòàò äåéñòâèÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ ψ íà ìíîæåñòâî íîìåðîâ T = {t1 . . . tn}

áóäåì îáîçíà÷àòü ìíîæåñòâî íîìåðîâ {ψ(t1) . . . ψ(tn)}. ψ(T ) = {ψ(t1) . . . ψ(tn)}.
Îáîçíà÷èì ìîùíîñòü ìíîæåñòâà S (÷èñëî ýëåìåíòîâ â íåì) ÷åðåç |S|.

Íàïðèìåð, |Ψ| = 10!× 4! = 87 091 200.
Ïóñòîå ìíîæåñòâî - ∅.
Öåëü äàííîé ñòàòüè íàéòè Φ7[∅] è Λ[∅].
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1.2 Ïðåîáðàçîâàíèÿ.

Ìîæíî äåëàòü ëþáîå ïåðåîáîçíà÷åíèå öèôð è ïîçèöèé, êîòîðîå ïî ñóòè
íè÷åãî íå ìåíÿåò, ïîýòîìó ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå:

Ëåììà 1 Ïóñòü åñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü õîäîâ (t1, r1) . . . (tn, rn), è ïðå-

îáðàçîâàíèå ψ, òîãäà

Φk[(t1, r1) . . . (tn, rn)] = Φk[(ψ(t1), r1) . . . (ψ(tn), rn)]

Λ(t1, r1) . . . (tn, rn)] = Λ[(ψ(t1), r1) . . . (ψ(tn), rn)]

Ëåììà 2 Äëÿ ëþáûõ äâóõ íîìåðîâ p1 è p2 ñóùåñòâóåò ïðåîáðàçîâàíèå ψ
òàêîå ÷òî ψ(p1) = p2 è ψ(p2) = p1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íàïèñàâ, êîìïüþòåðíóþ ïðîãðàììó ïåðåáîðà âñåõ
íîìåðîâ p1 ∈ Ω è p2 ∈ Ω è âñåõ ïðåîáðàçîâàíèé ψ ∈ Ψ, ìîæíî óáåäèòü-
ñÿ, ÷òî óòâåðæäåíèå âåðíî.

Ïðèìåð. Ðàññìîòðèì äâà íîìåðà 0123 è 4051. Ïðèäóìàéòå ïðåîáðàçî-
âàíèå ψ, òàêîå ÷òî ψ(0123) = 4051, ψ(4051) = 0123.

Ðåøåíèå. Ðàññìîòðèì ïðåîáðàçîâàíèå ψ1, êîòîðîå ìåíÿåò öèôðû 0↔ 1,
2↔ 5, 3↔ 4. Íîìåð 0123 ïåðåõîäèò â íîìåð ψ1(0123) = 1054, à íîìåð 4051
ïåðåõîäèò â ψ1(4051) = 3120. Òåïåðü ðàññìîòðèì ïðåîáðàçîâàíèå ïîçèöèé
ψ2 1↔ 4, öèôðû â ïåðâîé è ÷åòâåðòîé ïîçèöèè ìåíÿþòñÿ ìåñòàìè. Ïðèìå-
íèâ ïðåîáðàçîâàíèå ψ2, ïîëó÷èì ψ2(ψ1(0123)) = ψ2(1054) = 4051. Àíàëîãè÷-
íî ψ2(ψ1(4051)) = ψ2(3120) = 0123. Òàêèì îáðàçîì êîìïîçèöèÿ ψ = ψ2 ◦ ψ1

äàåò íóæíûé ðåçóëüòàò.

Ëåììà 3 Äëÿ ëþáûõ äâóõ íîìåðîâ p1 è p2 è ëþáûõ äâóõ îòâåòîâ r1 è r2

Φk[(p1, r1)(p2, r2)] = Φk[(p1, r2)(p2, r1)]

Φk[(p1, r1)(p2, ∗)] = Φk[(p2, r1)(p1, ∗)]

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç ëåììû 2 ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò ψ, òàêîå ÷òî
ψ(p1) = p2, ψ(p2) = p1, òîãäà, èñïîëüçóÿ ëåììó 1, ïîëó÷àåì ÷òî:

Φk[(p1, r1)(p2, r2)] = Φk[(ψ(p1), r1)(ψ(p2), r2)] = Φk[(p2, r1)(p1, r2)]

Òàê êàê ïîðÿäîê õîäîâ íåâàæåí, òî õîäû 1 è 2 ìîæíî ïåðåñòàâèòü ìåñòàìè,
ïîýòîìó

Φk[(p2, r1)(p1, r2)] = Φk[(p1, r2)(p2, r1)]

Ïåðâîå äîêàçàíî. Àíàëîãè÷íî ïîëó÷àåì, ÷òî

Φk[(p1, r1)(p2, ∗)] =
∑
r

Φk[(p1, r1)(p2, r)] =
∑
r

Φk[(p2, r1)(p1, r)] = Φk[(p2, r1)(p1, ∗)]

Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.
Ïðèìå÷àíèå. Òîæå ñàìîå âåðíî è äëÿ ôóíêöèè Λ.
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Ëåììà 4 Äëÿ ëþáîãî íîìåðà p, ëþáîãî îòâåòà r.

Φk[(0123, r)] = Φk[(p, r)]

Φk[(0123, ∗)] = Φk[(p, ∗)]

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì íîìåð 0123 è ëþáîé íîìåð p. Òîãäà èç
ëåììû 2 ñëåäóåò, ÷òî åñòü ïðåîáðàçîâàíèå ψ, òàêîå ÷òî ψ(0123) = p. Åñëè
âçÿòü â ëåììå 1 â êà÷åñòâå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè õîä (0123, r) ñ íåêèì îòâåòîì
r, òîãäà ïîëó÷èì, ÷òî Φk[(0123, r)] = Φk[(ψ(0123), r)] = Φk[(p, r)], òàêæå
ÿñíî, ÷òî Φk[(0123, ∗)] = Φk[(p, ∗)] òàê êàê

Φk[(0123, ∗)] =
∑
r

Φk[(0123, r)] =
∑
r

Φk[(ψ(0123), r)] =
∑
r

Φk[(p, r)] = Φk[(p, ∗)]

Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.
Ïðèìå÷àíèå. Òîæå ñàìîå âåðíî è äëÿ ôóíêöèè Λ.

1.3 Êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòè.

Íàçîâåì äâà íîìåðà p è q ýêâèâàëåíòíûìè îòíîñèòåëüíî ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòè õîäîâ (t1, r1) . . . (tn, rn) (p ∼ q) åñëè ∃ψ : ψ(p) = q è ψ(ti) = ti, 1 ≤ i ≤ n.

Ëåììà 5 Îòíîøåíèå p ∼ q ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèåì ýêâèâàëåíòíîñòè.

Äîêàçàòåëüñòâî.

1. Äîêàæåì, ÷òî a ∼ a (ðåôëåêñèâíîñòü).
Î÷åâèäíî, äîñòàòî÷íî âçÿòü òîæäåñòâåííîå ïðåîáðàçîâàíèå.

2. Äîêàæåì, ÷òî åñëè a ∼ b, òî b ∼ a (ñèììåòðè÷íîñòü).
Òàê êàê a ∼ b, òî ∃ψ : ψ(a) = b, ψ(ti) = ti. Ó êàæäîãî ïðåîáðàçîâà-
íèÿ åñòü îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå ψ−1 : ψ−1(b) = a, ψ−1(ti) = ti. Òåì
ñàìûì, ñèììåòðè÷íîñòü äîêàçàíà.

3. Äîêàæåì, ÷òî åñëè a ∼ b è b ∼ c, òî a ∼ c (òðàíçèòèâíîñòü).
Òàê êàê a ∼ b, òî ∃ψ1 : ψ1(a) = b, ψ1(ti) = ti. Èç òîãî ÷òî b ∼ c, ñëåäóåò
÷òî ∃ψ2 : ψ2(b) = c, ψ2(ti) = ti. Î÷åâèäíî, ÷òî ψ2 ◦ ψ1(a) = ψ2(b) = c è
ψ2 ◦ ψ1(ti) = ψ2(ti) = ti. Òåì ñàìûì, òðàíçèòèâíîñòü äîêàçàíà.

Ëåììà 6 Åñëè äâà íîìåðà p è q ïðèíàäëåæàò îäíîìó êëàññó ýêâèâàëåíò-

íîñòè, ïî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (t1, r1) · · · (tn, rn) òî ∀k, ∀r

Φk[(t1, r1) · · · (tn, rn)(p, r)] = Φk[(t1, r1) · · · (tn, rn)(q, r)]

Φk[(t1, r1) · · · (tn, rn)(p, ∗)] = Φk[(t1, r1) · · · (tn, rn)(q, ∗)]
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Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè p ∼ q, òî ∃ψ : ψ(p) = q, ψ(ti) = ti Èç ëåììû 1,
ïîëó÷àåì ÷òî

Φk[(t1, r1) · · · (tn, rn)(p, r)] = Φk[(ψ(t1), r1) · · · (ψ(tn), rn)(ψ(p), r)] =

= Φk[(t1, r1) · · · (tn, rn)(q, r)]

Àíàëîãè÷íî,

Φk[(t1, r1) · · · (tn, rn)(p, ∗)] =
∑
r

Φk[(t1, r1) · · · (tn, rn)(p, r)] =

=
∑
r

Φk[(ψ(t1), r1) · · · (ψ(tn), rn)(ψ(p), r)] =
∑
r

Φk[(t1, r1) · · · (tn, rn)(q, r)] =

= Φk[(t1, r1) · · · (tn, rn)(q, ∗)]
Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.
Ïðèìå÷àíèå. Òîæå ñàìîå âåðíî è äëÿ ôóíêöèè Λ.

1.4 Ìíîæåñòâî ïåðâûõ õîäîâ.

Ëåììà 7 Â êà÷åñòâå ïåðâîãî õîäà äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü òîëüêî íî-

ìåð 0123, îñòàëüíûå ìîæíî îòáðîñèòü.

Φk[∅] = Φk[(0123, ∗)]

Äîêàçàòåëüñòâî. ×òîáû íàéòè Φk[∅] íàäî ïåðåáðàòü â êà÷åñòâå ïåðâî-
ãî õîäà âñå âîçìîæíûå õîäû èç Ω è âçÿòü ìèíèìàëüíóþ îöåíêó

Φk[∅] = min
p∈Ω

Φk[(p, ∗)]

Èç ëåììû 4 ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî íîìåðà p Φk[(p, ∗)] = Φk[(0123, ∗)],
ïîýòîìó

Φk[∅] = min
p∈Ω

Φk[(p, ∗)] = Φk[(0123, ∗)]

Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.
Ïðèìå÷àíèå. Òîæå ñàìîå âåðíî è äëÿ ôóíêöèè Λ.

1.5 Ìíîæåñòâî âòîðûõ õîäîâ.

Ëåììà 8 Åñëè áûë ñäåëàí ïåðâûé õîä 0123, òî â êà÷åñòâå âòîðîãî õîäà

äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü íîìåðà èç ìíîæåñòâà S2.

S2 = (0124, 0132, 0134, 0145, 0214, 0231, 0234, 0245, 0456,

1032, 1034, 1045, 1204, 1230, 1234, 1245, 1435, 1456, 4567)

èëè

Φk[(0123, r)] = min
p∈S2

Φk[(0123, r)(p, ∗)]
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì äâà íîìåðà p è q. Åñëè åñòü ïðåîáðàçî-
âàíèå ψ òàêîå ÷òî, ψ(0123) = 0123, ψ(p) = q, òîãäà

Φk[(0123, r)(p, ∗)] = Φk[(ψ(0123), r)(ψ(p), ∗)] = Φk[(0123, r)(q, ∗)]

Àíàëîãè÷íî, åñëè ñóùåñòâóåò ïðåîáðàçîâàíèå φ òàêîå ÷òî, φ(0123) = q,
φ(p) = 0123, òîãäà

Φk[(0123, r)(p, ∗)] = Φk[(φ(0123), r)(φ(p), ∗)] =

= Φk[(q, r)(0123, ∗)] =
∑
e∈R

Φk[(q, r)(0123, e)]

èñïîëüçóÿ ëåììó 3, ïîëó÷àåì, ÷òî

∑
e∈R

Φk[(q, r)(0123, e)] =
∑
e∈R

Φk[(0123, r)(q, e)] = Φk[(0123, r)(q, ∗)]

òî åñòü ñðåäè äâóõ êàíäèäàòîâ íà âòîðîé õîä p è q, äîñòàòî÷íî ðàññìîò-
ðåòü ëèøü íîìåð p, åñëè áóäåò íàéäåíî ïðåîáðàçîâàíèå ψ èëè φ.

Ðåàëèçóåì, ñ ïîìîùüþ êîìïüþòåðíîé ïðîãðàììû, ñëåäóþùèé àëãîðèòì.
Èíèöèàëèçèðóåì ïóñòîå ìíîæåñòâî S. Çàòåì äåëàåì öèêë ïî âñåì õîäàì

p ∈ Ω è ïåðåáèðàåì âñå õîäû q ∈ S. Åñëè íå ñóùåñòâóåò ïðåîáðàçîâàíèÿ ψ
òàêîãî, ÷òî ψ(0123) = 0123, ψ(p) = q èëè ψ(0123) = q, ψ(p) = 0123, òîãäà
äîáàâèì íîìåð p â ìíîæåñòâî S. Â êîíöå îòáðîñèì èç ìíîæåñòâà S íîìåð
0123, òàê êàê ýòîò õîä óæå áûë ñäåëàí. Â ðåçóëüòàòå ìû ïîëó÷èì ìíîæåñòâî
S2 = S\(0123).

Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.
Ïðèìå÷àíèå. Òîæå ñàìîå âåðíî è äëÿ ôóíêöèè Λ.
Òåïåðü âìåñòî ïåðåáîðà â êà÷åñòâå âòîðîãî õîäà 5040 âàðèàíòîâ, äîñòà-

òî÷íî ðàññìîòðåòü ëèøü |S2| = 19 âàðèàíòîâ.

1.6 Ìíîæåñòâî òðåòüèõ õîäîâ.

Ïðîâåäÿ àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ äëÿ òðåòüåãî õîäà, ïîëó÷àåì, ÷òî ñïðà-
âåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå:

Ëåììà 9 Ðàññìîòðèì ëþáîé íîìåð s ∈ S2, è äâà íîìåðà p è q, òîãäà åñëè
ñóùåñòâóåò ψ, òàêîå ÷òî

ψ(0123) = 0123, ψ(s) = s, ψ(p) = q,

òî

Φk[(0123, r1)(s, r2)(p, r3)] = Φk[(0123, r1)(s, r2)(q, r3)]
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Ïî àíàëîãèè ñ ïîñòðîåíèåì ìíîæåñòâà âòîðûõ õîäîâ, äëÿ êàæäîãî íî-
ìåðà s èç ìíîæåñòâà S2 ìîæíî ïîñòðîèòü ìíîæåñòâî òðåòüèõ õîäîâ S3(s).
Â ýòîì ñëó÷àå ìû òàêæå îòáðîñèì èç ìíîæåñòâà S3(s) ñàì íîìåð s.

Âñå ìíîæåñòâà S3(s) ñîäåðæàò 7072 ýëåìåíòà, ïîëó÷àåòñÿ, â ñðåäíåì ïî
7072/19=372.2 íîìåðà íà êàæäûé ýëåìåíò èç S2. Òåïåðü ïðè ïåðåáîðå õîäîâ
ñ ïåðâîãî ïî òðåòèé ïåðåáèðàåòñÿ âñåãî 7072 íîìåðà, âìåñòî 50392 = 2.5×107

âàðèàíòîâ.
Ïðèìå÷àíèå. Òîæå ñàìîå âåðíî è äëÿ ôóíêöèè Λ.

1.7 Îöåíêè ïîäìíîæåñòâ.

Ëåììà 10 ∀R′ ⊂ R è ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè õîäîâ (t1, r1) . . . (tn, rn),
è íîìåðà t ñïðàâåäëèâî óòâåðæäåíèå

Φk[(t1, r1) . . . (tn, rn)(t, ∗)] ≥
∑
r∈R′

Φk[(t1, r1) . . . (tn, rn)(t, r)]

â ÷àñòíîñòè

Φk[(t1, r1) . . . (tn, rn)(t, ∗)] ≥ Φk[(t1, r1) . . . (tn, rn)(t, r)] ∀r ∈ R

Äîêàçàòåëüñòâî. Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó 1, ïîëó÷àåì ÷òî

Φk[(t1, r1) . . . (tn, rn)(t, ∗)] =
∑
r∈R

Φk[(t1, r1) . . . (tn, rn)(t, r)] =

=
∑
r∈R′

Φk[(t1, r1) . . . (tn, rn)(t, r)] +
∑
r/∈R′

Φk[(t1, r1) . . . (tn, rn)(t, r)] ≥

≥
∑
r∈R′

Φk[(t1, r1) . . . (tn, rn)(t, r)]

Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.
Ïðèìå÷àíèå. Òîæå ñàìîå âåðíî è äëÿ ôóíêöèè Λ.

1.8 Ìèíèìàëüíî âîçìîæíàÿ îöåíêà.

Ìèíèìèçàöèÿ ÷èñëà ñåìèõîäîâîê. Åñëè â ïðîöåññå ðàáîòû àëãîðèòìà
óäàëîñü íàéòè õîä, ïî êîòîðîìó îöåíêà ðàâíà íóëþ, òî ñðàçó âîçâðàùàåì
ëó÷øóþ îöåíêó 0, òàê êàê óëó÷øàòü äàëüøå íåêóäà.

Ìèíèìèçàöèÿ ñðåäíåé äëèíû èãðû. Ïóñòü ìíîæåñòâî îñòàâøèõñÿ íî-
ìåðîâ ñîñòîèò èç |S| ýëåìåíòîâ è äåëàåòñÿ k-é õîä. Åñëè íåêîòîðûé íîìåð
äåëèò ìíîæåñòâî îñòàâøèõñÿ íîìåðîâ íà ïîäìíîæåñòâà ðàçìåðîì 1, òîãäà
ýòî ëó÷øèé õîä è ñóììà õîäîâ ðàâíà Λ = k+ (|S|−1)(k+ 1) = |S|(k+ 1)−1.
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1.9 Áûñòðàÿ îöåíêà.

Ïóñòü ñäåëàíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü õîäîâ (t1, r1) . . . (tn, rn). Îáîçíà÷èì çà
S = (s1, s2 . . . ) ìíîæåñòâî íîìåðîâ, óäîâëåòâîðÿþùèõ âñåì õîäàì èç ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè. Êîãäà âî ìíîæåñòâå S îñòàåòñÿ ìàëî ýëåìåíòîâ, â íåêîòîðûõ
ñëó÷àÿõ, ìîæíî ñðàçó ïîëó÷èòü îöåíêó.

Ñåìèõîäîâêè. Åñëè äåëàåòñÿ ñåäüìîé õîä.

Φ7[(t1, r1) . . . (tn, rn)] =

{
1 åñëè |S| = 1

5040 åñëè |S| > 1

Åñëè äåëàåòñÿ øåñòîé õîä.

Φ7[(t1, r1) . . . (tn, rn)] =


åñëè |S| = 1 èëè |S| = 2 èëè

|S| − 1 |S| = 3 è íà îäèí èç õîäîâ si

äâà äðóãèõ äàþò ðàçíûå îòâåòû.

Åñëè äåëàåòñÿ õîä ñ ïåðâîãî ïî ïÿòûé.

Φ7[(t1, r1) . . . (tn, rn)] =


åñëè |S| = 1 èëè |S| = 2 èëè

0 |S| = 3 è íà îäèí èç õîäîâ si

äâà äðóãèõ äàþò ðàçíûå îòâåòû.

Â äàëüíåéøåì ìû áóäåì ñ÷èòàòü íå òîëüêî ñåìèõîäîâêè íî è øåñòèõî-
äîâêè, ïÿòèõîäîâêè è òàê äàëåå. Âûøåïðèâåäåííûå ôîðìóëû ìîæíî ðàñ-
øèðèòü.

Åñëè äåëàåòñÿ k-é õîä.

Φk[(t1, r1) . . . (tn, rn)] =

{
1 åñëè |S| = 1

5040 åñëè |S| > 1

Åñëè äåëàåòñÿ (k − 1)-é õîä.

Φk[(t1, r1) . . . (tn, rn)] =


åñëè |S| = 1 èëè |S| = 2 èëè

|S| − 1 |S| = 3 è íà îäèí èç õîäîâ si

äâà äðóãèõ äàþò ðàçíûå îòâåòû.

Åñëè äåëàåòñÿ õîä ñ ïåðâîãî ïî (k − 2)-é.

Φk[(t1, r1) . . . (tn, rn)] =


åñëè |S| = 1 èëè |S| = 2 èëè

0 |S| = 3 è íà îäèí èç õîäîâ si

äâà äðóãèõ äàþò ðàçíûå îòâåòû.
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Ñðåäíÿÿ äëèíà èãðû. Åñëè äåëàåòñÿ k-é õîä è |S| = 1 èëè |S| = 2 èëè
|S| = 3 è íà îäèí èç õîäîâ si äâà äðóãèõ äàþò ðàçíûå îòâåòû, òîãäà

Λ[(t1, r1) . . . (tn, rn)] = k + (|S| − 1)(k + 1) = |S|(k + 1)− 1

1.10 Îòñå÷åíèÿ äëÿ õîäîâ 4-6.

Äëÿ õîäîâ 1-3 âûøå áûëè ïîñòðîåíû ìíîæåñòâà, êîòîðûå ïîìîãàþò çíà÷è-
òåëüíî óñêîðèòü àëãîðèòì. Ïî àíàëîãèè ìîæíî ïîñòðîèòü ìíîæåñòâà äëÿ
õîäîâ 4-6, íî, ê ñîæàëåíèþ, îíè áóäóò çàíèìàòü ñëèøêîì ìíîãî îïåðàòèâ-
íîé ïàìÿòè. Ñåé÷àñ áóäåò îïèñàíî êàê îòáðîñèòü íåêîòîðûå íîìåðà, ïðè
ðàññìîòðåíèè õîäîâ ñ ÷åòâåðòîãî ïî øåñòîé.

Ïðèìå÷àíèå. Íà ïðàêòèêå âñå îòñå÷åíèÿ èñïîëüçîâàëîñü òîëüêî äëÿ
ðåøåíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè õîäîâ (0123,0.1)(1245,0.0) òî÷íûì àëãîðèòìîì.

1.10.1 Îòñóòñòâóþùèå öèôðû.

Ïóñòü ñäåëàíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü õîäîâ (t1, r1) . . . (tn, rn). Îáîçíà÷èì çà
S = (s1, s2 . . . ) ìíîæåñòâî íîìåðîâ, óäîâëåòâîðÿþùèõ âñåì õîäàì èç ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè. Ïóñòü âñå íîìåðà s1, s2 . . . íå ñîäåðæàò íåêîòîðûõ öèôð
D = (d1, d2 . . . ). Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî îòñóòñòâóþùèå öèôðû óïîðÿäî÷åíû ïî
âîçðàñòàíèþ d1 < d2 < . . . Ðàññìîòðèì íîìåð p, êîòîðûé âêëþ÷àåò â ñåáÿ
îäíó èëè íåñêîëüêî îòñóòñòâóþùèõ öèôð. Òîãäà, åñëè íîìåð p, ñîäåðæèò
òîëüêî îòñóòñòâóþùèå öèôðû, òî åãî ìîæíî èñêëþ÷èòü èç ïåðåáîðà - òàê
êàê íè÷åãî íîâîãî îí íå äàñò. Åñëè æå íîìåð p ñîäåðæèò îò îäíîé äî òðåõ
îòñóòñòâóþùèõ öèôð, òîãäà îíè äîëæíû èäòè â ñòðîãîì ïîðÿäêå d1, d2 . . . ,
èíà÷å ýòîò íîìåð ìîæíî îòáðîñèòü. Ïîÿñíèì ñêàçàííîå, íà ïðèìåðå.

Ïóñòü áûëà ñäåëàíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü õîäîâ (0123,0.1)(1245,0.0), òîãäà
âñå íîìåðà èç ìíîæåñòâà S íå áóäóò ñîäåðæàòü öèôð D = (1, 2, 4, 5). Ðàñ-
ñìîòðèì íîìåð 4058. Îí ñîäåðæèò äâå îòñóòñòâóþùèå öèôðû 4 è 5. Ýòîò
íîìåð îòáðîñèòü, òàê êàê íîìåð 1028, ýêâèâàëåíòåí íîìåðó 4058.

1.10.2 Íåíàçâàííûå öèôðû.

Ïî àíàëîãèè ñ îòñóòñòâóþùèìè öèôðàìè ìîæíî ñêàçàòü òîæå ñàìîå î íåíà-
çâàííûõ öèôðàõ. Ïóñòü ñäåëàíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü õîäîâ (t1, r1) . . . (tn, rn)
è åñòü ìíîæåñòâî íåíàçâàííûõ öèôð A = (a1, a2 . . . ). Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî
íåíàçâàííûå öèôðû óïîðÿäî÷åíû ïî âîçðàñòàíèþ, a1 < a2 < . . . Òàêæå,
êàê è äëÿ îòñóòñòâóþùèõ öèôð, ìîæíî îòáðîñèòü íîìåðà, ãäå íåíàçâàííûå
öèôðû íå óïîðÿäî÷åíû ïî âîçðàñòàíèþ. Ðàññìîòðèì ïðèìåð.

Ïóñòü ñäåëàíû õîäû (0123,0.1)(1245,0.2), òîãäà ìíîæåñòâî íåíàçâàííûõ
öèôð A = (6, 7, 8, 9). Ðàññìîòðèì íîìåð 7601, î÷åâèäíî åãî ìîæíî îòáðî-
ñèòü, òàê êàê íîìåð 6701 åìó ýêâèâàëåíòåí. Àíàëîãè÷íî ìîæíî îòáðîñèòü
íîìåð 7123, òàê êàê åìó ýêâèâàëåíòåí íîìåð 6123.

Ïðèìå÷àíèå. Åäèíñòâåííîå îòëè÷èå îò îòñóòñòâóþùèõ öèôð ñîñòîèò
â òîì, ÷òî íåëüçÿ îòáðîñèòü âñå íîìåðà, ñîäåðæàùèå òîëüêî íåíàçâàííûå
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öèôðû. Ñðåäè âñåõ íîìåðîâ, ñîäåðæàùèõ òîëüêî íåíàçâàííûå öèôðû, ìû
äîëæíû ðàññìîòðåòü òîëüêî îäèí íîìåð 6789.

1.10.3 Õîäû ðàçáèâàþùèå ìíîæåñòâî îñòàâøèõñÿ íîìåðîâ íà îä-
íó ãðóïïó.

Ïóñòü ñäåëàíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü õîäîâ (t1, r1) . . . (tn, rn). Òîãäà, î÷åâèä-
íî, ÷òî åñëè íåêèé íîìåð ðàçîáüåò ìíîæåñòâî îñòàâøèõñÿ íîìåðîâ íà îäíó
ãðóïïó, òî ýòîò õîä áóäåò íå ëó÷øèì è ìîæåò áûòü îòáðîøåí.

1.11 Íà íåñêîëüêî õîäîâ ïîëó÷åíû îäèíàêîâûå îòâåòû.

Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü õîäîâ (t1, r1) · · · (tn, rn). Ðàçîáüåì âñå íî-
ìåðà t1 · · · tn íà ãðóïïû ñ îäèíàêîâûìè îòâåòàìè. Ìíîæåñòâî íîìåðîâ ñ
îòâåòîì b.c, ãäå b ÷èñëî áûêîâ è c ÷èñëî êîðîâ îáîçíà÷èì çà Tb.c.

Ïðèìåð. Ïóñòü çàäàíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ñîñòîÿùàÿ èç òðåõ õîäîâ,
(0123,0.1)(1234,0.1)(5678,0.2). Òîãäà T0.1 = {0123, 1234}, T0.2 = {5678}. Ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü, çàäàííóþ âûøå, ìîæíî ïðåäñòàâèòü â àëüòåðíàòèâíîé
ôîðìå (T0.1, 0.1)(T0.2, 0.2).

Ëåììà 11 Ïóñòü åñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü õîäîâ (t1, r1) · · · (tn, rn), èìå-
þùàÿ ïðåäñòàâëåíèå â àëüòåðíàòèâíîé ôîðìå (Tb1.c1 , b1.c1) . . . (Tbl,cl , bl.cl),
è äâà íîìåðà p è q. Ïóñòü ñóùåñòâóåò ïðåîáðàçîâàíèå ψ òàêîå, ÷òî âñå

ìíîæåñòâà íîìåðîâ Tb.c ñ îäèíàêîâûìè îòâåòàìè, ïåðåõîäÿò ñàìè â ñåáÿ,

∀b,∀c ψ(Tb.c) = Tb.c è íîìåð p ïåðåõîäèò â q ψ(p) = q. Òîãäà, äëÿ ëþáîãî

îòâåòà r è ëþáîãî k

Φk[(t1, r1) · · · (tn, rn)(p, r)] = Φk[(t1, r1) · · · (tn, rn)(q, r)]

Äîêàçàòåëüñòâî. Èñïîëüçóÿ ëåììó 1 è òî, ÷òî ïîðÿäîê õîäîâ íåâàæåí,
ïîëó÷àåì ÷òî

Φk[(t1, r1) · · · (tn, rn)(p, r)] = Φk[(Tb1.c1 , b1.c1) . . . (Tbl,cl , bl.cl)(p, r)] =

= Φk[(ψ(Tb1.c1), b1.c1) . . . (ψ(Tbl,cl), bl.cl)(ψ(p), r)] =

= Φk[(Tb1.c1 , b1.c1) . . . (Tbl,cl , bl.cl)(q, r)] = Φk[(t1, r1) · · · (tn, rn)(q, r)]

Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.
Ïðèìå÷àíèå. Òîæå ñàìîå âåðíî è äëÿ ôóíêöèè Λ.
Ëåììà 11 ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì ëåììû 1, òàê êàê íîìåðà ti óæå íå îáÿ-

çàíû ïåðåõîäèòü ñàìè â ñåáÿ ïðè ïðåîáðàçîâàíèè ψ. Äîñòàòî÷íî ëèøü òîãî,
÷òî âñå ìíîæåñòâà íîìåðîâ ñ îäèíàêîâûìè îòâåòàìè ïåðåõîäÿò ñàìè â ñå-
áÿ. Èñïîëüçóÿ ëåììó 11, ìîæíî åùå óìåíüøèòü ìíîæåñòâà òðåòüèõ õîäîâ,
êîãäà íà ïåðâûå äâà õîäà ïîëó÷åíû îäèíàêîâûå îòâåòû.
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2 Àëãîðèòìû.

2.1 Òî÷íûé àëãîðèòì.

Òî÷íûé àëãîðèòì âñåãäà áóäåò äàâàòü òî÷íóþ îöåíêó, îí èìååò íà âõîäå
ìíîæåñòâî íîìåðîâ S, óäîâëåòâîðÿþùèõ âñåì ïðåäûäóùèì õîäàì, è âåðõ-
íþþ îöåíêó β, î êîòîðîé íàïèñàíî â ñåêöèè îá àëüôà-áåòà îòñå÷åíèÿõ. Àë-
ãîðèòì äåëàåò ïåðåáîð ïî âñåì âîçìîæíûì õîäàì t ∈ Ω, ïîñëå êàæäîãî
èç íèõ ìíîæåñòâî S ðàçîáüåòñÿ íà ïîäìíîæåñòâà ñ îäèíàêîâûìè îòâåòàìè
S1(t) . . . Sk(t), òåïåðü íàäî íàéòè îöåíêó ïî âñåì ýòèì ïîäìíîæåñòâàì, ðå-
êóðñèâíî âûçâàâ ýòîò æå àëãîðèòì. Îöåíêà õîäà t áóäåò ñóììîé îöåíîê âñåõ
ïîäìíîæåñòâ S1(t) . . . Sk(t). Ìèíèìóì îöåíêè ïî âñåì õîäàì è áóäåò òî÷íîé
îöåíêîé ìíîæåñòâà S.

2.1.1 Àëãîðèòì ïîñëåäíåãî ñëîÿ.

Çíàÿ, ÷òî øåñòîé õîä - ýòî ïîñëåäíèé õîä, ìîæíî ñèëüíî óñêîðèòü àëãîðèòì,
ïîñêîëüêó ìû äîëæíû ñäåëàòü òàêîé õîä t, ÷òîáû ïîñëå íåãî âñå ïîäìíî-
æåñòâà Si(t) ñîäåðæàëè ìàêñèìóì ïî îäíîìó ýëåìåíòó. Ïîýòîìó êàê òîëüêî
ñòàíîâèòñÿ èçâåñòíî, ÷òî äëÿ êàêîãî-òî i |Si(t)| > 1 - õîä t çàâåäîìî íå ëó÷-
øèé. Åñëè ÷èñëî îñòàâøèõñÿ íîìåðîâ áîëüøå 14, òîãäà íåâîçìîæíî ðåøèòü
âñå íîìåðà çà ñåìü èëè ìåíåå õîäîâ è ìîæíî ñðàçó âåðíóòü ìàêñèìàëüíî
âîçìîæíóþ îöåíêó. Åñëè îñòàëîñü ðîâíî 14 íîìåðîâ, òîãäà äîñòàòî÷íî ïå-
ðåáèðàòü ëèøü íîìåðà èç ìíîæåñòâà S.

Ýòîò àëãîðèòì âñåãäà äàåò òî÷íóþ îöåíêó, è èñïîëüçóåòñÿ âñåãäà.

Ñåìèõîäîâêè. Ñíà÷àëà â êà÷åñòâå øåñòîãî õîäà ïåðåáåðåì íîìåðà èç
ìíîæåñòâà S. Åñëè õîä ðàçáèâàåò ìíîæåñòâî íà ãðóïïû ïî îäíîìó ýëåìåíòó
|S1(t)| = · · · = |Sn(t)| = 1, òî ñðàçó æå ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî ýòî ëó÷øèé õîä
è ÷èñëî ñåìèõîäîâîê ðàâíî |S| − 1.

Çàòåì ïåðåáåðåì îñòàëüíûå õîäû. Åñëè õîä ðàçáèâàåò S íà ãðóïïû ïî
îäíîìó ýëåìåíòó, òî îí ëó÷øèé è ÷èñëî ñåìèõîäîâîê ðàâíî |S|.

Åñëè æå òàê è íå îêàçàëîñü õîäà, äðîáÿùåãî ìíîæåñòâî S íà ãðóïïû ïî
îäíîìó ýëåìåíòó, çíà÷èò âîçâðàùàåòñÿ îöåíêà 5040, êîòîðàÿ çàâåäîìî õóæå
ëþáîé äðóãîé.

Ñðåäíÿÿ äëèíà èãðû. Ñíà÷àëà â êà÷åñòâå øåñòîãî õîäà ïåðåáåðåì íî-
ìåðà èç S. Åñëè õîä ðàçáèâàåò ìíîæåñòâî S íà ãðóïïû ïî îäíîìó ýëåìåíòó,
òî îí ëó÷øèé è îöåíêà áóäåò ðàâíà Λ = 6 + 7(|S| − 1) = 7|S| − 1.

Çàòåì ïåðåáåðåì îñòàëüíûå õîäû. Åñëè õîä ðàçáèâàåò ìíîæåñòâî S íà
ãðóïïû ïî îäíîìó ýëåìåíòó, òî îí ëó÷øèé è îöåíêà ðàâíà Λ = 7|S|.

Åñëè æå òàê è íå îêàçàëîñü õîäà, äðîáÿùåãî ìíîæåñòâî S íà ãðóïïû ïî
îäíîìó ýëåìåíòó, çíà÷èò âîçâðàùàåòñÿ îöåíêà 5040 × 7, êîòîðàÿ çàâåäîìî
õóæå ëþáîé äðóãîé.
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2.2 Ýâðèñòè÷åñêèå àëãîðèòìû.

Ýâðèñòè÷åñêèå àëãîðèòìû íå âñåãäà âîçâðàùàåò òî÷íóþ îöåíêó, íî îíè
íàìíîãî áûñòðåå òî÷íîãî àëãîðèòìà. Ïîýòîìó ìû áóäåì ïîñëåäîâàòåëüíî
ñóæàòü îáëàñòü èõ èñïîëüçîâàíèÿ, ïîñòåïåííî ïåðåõîäÿ ê òî÷íîìó àëãî-
ðèòìó. Äëÿ ïîèñêà ìèíèìàëüíîãî ÷èñëà ñåìèõîäîâîê äðîáÿùèé àëãîðèòì
ïîêàçàë ëó÷øèå ðåçóëüòàòû, äëÿ ïîèñêà ìèíèìàëüíîé äëèíû èãðû ýôôåê-
òèâíåå àëãîðèòì Ëàðìàóñà.

2.2.1 Äðîáÿùèé àëãîðèòì.

Äðîáÿùèé àëãîðèòì èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ïîèñêà ìèíèìàëüíîãî ÷èñëà ñåìèõî-
äîâîê.

Ïóñòü ó íàñ åñòü íåêîòîðîå ìíîæåñòâî íîìåðîâ S = (s1, s2 . . . ), óäîâëå-
òâîðÿþùèõ âñåì ïðåäûäóùèì õîäàì.

Áóäåì ïåðåáèðàòü âñåâîçìîæíûå õîäû t. Êàæäûé èç íèõ ðàçîáüåò ìíî-
æåñòâî S íà ïîäìíîæåñòâà ñ îäèíàêîâûìè îòâåòàìè S1(t) . . . Sk(t). Îáîçíà-
÷èì çà ni(t) = |Si(t)| (

∑
ni(t) = |S|). Â äàëüíåéøåì áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî

ïîäìíîæåñòâà Si(t) óïîðÿäî÷åíû ïî ðàçìåðó, òî åñòü n1(t) ≥ n2(t) ≥ . . .
Ïóñòü äëÿ õîäà t ïîëó÷åí íàáîð n1(t), n2(t) . . . , à äëÿ õîäà p ïîëó÷åí íà-

áîð n1(p), n2(p) . . . Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî õîä t ëó÷øå, ÷åì p åñëè n1(t) < n1(p)
èëè n1(t) = n1(p) è n2(t) < n2(p) è òàê äàëåå. Íàïðèìåð, õîä ñ íàáîðîì
18, 18, 17 . . . ëó÷øå, ÷åì õîä ñ íàáîðîì 18, 18, 18 . . . Äðîáÿùèé àëãîðèòì âû-
áèðàåò õîä, êîòîðûé ëó÷øå âñåãî äðîáèò ìíîæåñòâî íîìåðîâ S.

Äîïîëíèòåëüíî áóäåì èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùèå ïðàâèëà.

• Åñëè íàéäåí õîä t, òàêîé ÷òî n1(t) = 1, òî

1. åñëè t ∈ S ýòî ñàìûé ëó÷øèé õîä.

2. åñëè t /∈ S, òî äàëüíåéøèé ïîèñê âåäåòñÿ òîëüêî ïî õîäàì èç S.

• Åñëè èìååòñÿ äâà õîäà t ∈ S ñ íàáîðîì n1(t) . . . nk(t) è p /∈ S c íà-
áîðîì n1(p) . . . nk(p) òàêèå ÷òî n1(t) = n1(p) . . . nk(t) = nk(p), òîãäà
ëó÷øèì õîäîì áóäåì ñ÷èòàòü õîä t. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñðåäè õîäîâ ñ
îäèíàêîâûìè íàáîðàìè ïðåäïî÷èòàåì õîäû èç ìíîæåñòâà S.

2.2.2 Àëãîðèòì Ëàðìàóñà.

Àëãîðèòì Ëàðìàóñà èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ìèíèìèçàöèè ñðåäíåé äëèíû èãðû.
Ïóñòü áûë ñäåëàí õîä t è ìíîæåñòâî íîìåðîâ S ðàçáèëîñü íà ïîäìíî-

æåñòâà S1(t) . . . Sk(t), ñ ðàçìåðàìè ni(t) = |Si(t)|. Ââåäåì ôóíêöèþ ïðèíàä-
ëåæíîñòè

IN(t, S) =

{
1 åñëè t ∈ S
0 åñëè t /∈ S

Òîãäà ëó÷øèì õîäîì, áóäåò òîò, êîòîðûé ìèíèìèçèðóåò ôóíêöèþ
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F (t) =
∑

ni(t)>1

ni(t) log(ni(t))− 2 log 2× IN(t, S)

2.3 Óñêîðåíèÿ àëãîðèòìîâ.

Ïî àíàëîãèè ñ àëãîðèòìîì ïîñëåäíåãî ñëîÿ, ìîæíî ñðàçó âåðíóòü ìàêñè-
ìàëüíóþ îöåíêó íà ïðåäïîñëåäíåì ñëîå, åñëè îñòàâøèõñÿ íîìåðîâ áîëüøå
÷åì 1 + 13 + 132.

Ïåðåä òåì, êàê äåëàòü ïîèñê ïî âñåì âîçìîæíûì íîìåðàì, ñäåëàåì ïîèñê
òîëüêî ñðåäè íîìåðîâ, îñòàâøèõñÿ â ìíîæåñòâå, ðåêóðñèâíî âûçâàâ àëãî-
ðèòì ïîèñêà. Åñëè ïîëó÷åííàÿ òàêèì îáðàçîì îöåíêà e áóäåò ìåíüøå ÷åì
âåðõíÿÿ îöåíêà β, òî âåðõíþþ îöåíêó ìîæíî ñíèçèòü β = e.

2.4 Îáîçíà÷åíèÿ àëãîðèòìîâ.

Â äàëüíåéøåì èñïîëüçóåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ àëãîðèòìîâ.

Ìèíèìèçàöèÿ ÷èñëà ñåìèõîäîâîê.

1. crush35 - äðîáÿùèé àëãîðèòì èñïîëüçóåòñÿ äëÿ õîäîâ 3-5, äëÿ îñòàëü-
íûõ õîäîâ èñïîëüçóåòñÿ òî÷íûé àëãîðèòì.

2. crush45 - äðîáÿùèé àëãîðèòì èñïîëüçóåòñÿ äëÿ õîäîâ 4, 5.

3. crush5 - äðîáÿùèé àëãîðèòì èñïîëüçóåòñÿ äëÿ õîäà 5.

4. exact - èñïîëüçóåòñÿ òîëüêî òî÷íûé àëãîðèòì.

Ìèíèìèçàöèÿ ñðåäíåé äëèíû èãðû.

1. avg35 - àëãîðèòì Ëàðìàóñà èñïîëüçóåòñÿ äëÿ õîäîâ 3-5, äëÿ îñòàëüíûõ
õîäîâ èñïîëüçóåòñÿ òî÷íûé àëãîðèòì.

2. avg45 - àëãîðèòì Ëàðìàóñà èñïîëüçóåòñÿ äëÿ õîäîâ 4, 5.

3. avg5 - àëãîðèòì Ëàðìàóñà èñïîëüçóåòñÿ äëÿ õîäà 5.

Ïðèìå÷àíèå. Âî âñåõ àëãîðèòìàõ äëÿ øåñòîãî õîäà èñïîëüçóåòñÿ òî÷-
íûé àëãîðèòì.

2.5 Ðàñøèðåíèå äëÿ ïîäñ÷åòà øåñòèõîäîâîê, ïÿòèõîäî-

âîê è òàê äàëåå.

Ïðèìå÷àíèå. Ýòîò ðàçäåë êàñàåòñÿ òîëüêî àëãîðèòìîâ ìèíèìèçàöèè ñå-
ìèõîäîâîê.

Â äàëüíåéøåì äëÿ ðàçëè÷íûõ àëãîðèòìîâ áóäóò ïîñòðîåíû äåðåâüÿ, äëÿ
îíëàéí èãðû ñ ÷åëîâåêîì. Äîâîëüíî ÷àñòî áóäåò âîçíèêàòü ñèòóàöèÿ, ÷òî
÷èñëî ñåìèõîäîâîê ðàâíî íóëþ, â ýòîì ñëó÷àå ìîæíî íàéòè õîä, êîòîðûé
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ìèíèìèçèðóåò ÷èñëî øåñòèõîäîâîê, åñëè æå è ÷èñëî øåñòèõîäîâîê ìîæíî
ñäåëàòü ðàâíûì íóëþ, òî ìèíèìèçèðóþòñÿ ïÿòèõîäîâêè è òàê äàëåå.

Àëãîðèòì îöåíêè íàïèñàí òàêèì îáðàçîì, ÷òî îí ìîæåò ìèíèìèçèðîâàòü
íå òîëüêî ñåìèõîäîâêè, íî è øåñòèõîäîâêè, ïÿòèõîäîâêè è òàê äàëåå. Íà
âõîäå îí, êðîìå ìíîæåñòâà îñòàâøèõñÿ õîäîâ è âåðõíåé îöåíêè β, èìååò
åùå äâà äîïîëíèòåëüíûõ ïàðàìåòðà:

count - ïîêàçûâàþùèé, ÷òî ñ÷èòàòü: ñåìèõîäîâêè, øåñòèõîäîâêè. . .
mde - ïîêàçûâàþùèé, ìàêñèìàëüíóþ ãëóáèíó, äî êîòîðîé íåîáõîäèìî

èñïîëüçîâàòü òî÷íûé àëãîðèòì, ïðè ýòîì ïîñëåäíèé ñëîé âñåãäà èñïîëüçóåò
òî÷íûé àëãîðèòì. Åñëè ìû ñ÷èòàåì ñåìèõîäîâêè, òî äëÿ õîäà 6 èñïîëüçó-
åòñÿ àëãîðèòì ïîñëåäíåãî ñëîÿ, åñëè øåñòèõîäîâêè, òî îí èñïîëüçóåòñÿ äëÿ
õîäà 5 è òàê äàëåå.

Ïðèìå÷àíèå. Åñëè àëãîðèòì íå ìîæåò óãàäàòü âñå íîìåðà çà íóæíîå
íàì ÷èñëî õîäîâ, òî îí âîçâðàùàåò ìàêñèìàëüíóþ îöåíêó.

3 Êîìïîíåíòû àëãîðèòìà.

3.1 Àëüôà-áåòà îòñå÷åíèÿ.

Àëüôà-áåòà îòñå÷åíèÿ øèðîêî èñïîëüçóþòñÿ â çàäà÷àõ ïåðåáîðà äëÿ ðàç-
ëè÷íûõ èãð. Ýòîò àëãîðèòì î÷åíü ñèëüíî óñêîðÿåò ïîèñê, ïðè ýòîì, ïîëó÷à-
åìàÿ îöåíêà îñòàåòñÿ òî÷íîé. Áîëåå ïîäðîáíóþ èíôîðìàöèþ ìîæíî íàéòè
â èíòåðíåòå.

3.2 Ìàññèâû âòîðîãî, òðåòüåãî õîäîâ è ôèêñèðîâàííûé

ïåðâûé õîä.

Èñïîëüçóÿ òåîðåòè÷åñêèå ðàñ÷åòû, íàì äîñòàòî÷íî èñïîëüçîâàòü ëèøü õîä
0123 â êà÷åñòâå ïåðâîãî õîäà, íîìåðà èç ìíîæåñòâà s ∈ S2 â êà÷åñòâå âòîðîãî
õîäà, à òàêæå íîìåðà èç ìíîæåñòâ S3(s), s ∈ S2 â êà÷åñòâå òðåòüåãî õîäà.

3.3 Óïîðÿäî÷èâàíèå õîäîâ 2 è 3.

Êàê èçâåñòíî, ïåðåáîð
”
õîðîøèõ“ õîäîâ ðàíüøå

”
ïëîõèõ“ óñêîðÿåò àëãîðèòì,

ïîýòîìó, ñîõðàíÿÿ ìíîæåñòâà âòîðûõ è òðåòüèõ õîäîâ S2 è S3(s2), ïðåäâà-
ðèòåëüíî ïåðåóïîðÿäî÷èì èõ â îáðàòíîì íàïðàâëåíèè.

3.4 Óïîðÿäî÷èâàíèå îñòàëüíûõ õîäîâ.

Õîäû 4-6 òàêæå áóäåì ïåðåáèðàòü â îáðàòíîì ïîðÿäêå.

3.5 Òàáëèöà îòâåòîâ.

Ïîñêîëüêó â àëãîðèòìå íóæíî áóäåò ÷àñòî îáðàùàòüñÿ ê ôóíêöèè îòâåòà
íîìåðà a íà íîìåð b, òî äëÿ âû÷èñëåíèÿ ÷èñëà áûêîâ è êîðîâ, ìû ïðåäâà-
ðèòåëüíî âûäåëèì ïàìÿòü ïîä ìàññèâ òèïà char ðàçìåðà 5040 × 5040 è äî
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çàïóñêà ðàñ÷åòîâ çàïîëíèì åãî îòâåòàìè. Ýòà òàáëèöà çàíèìàåò ïðèìåðíî
24.2 ìåãàáàéòà.

3.6 Ìåõàíèçì çàäà÷.

Äëÿ ïðîáëåì, êîòîðûå çàíèìàþò äëèòåëüíîå âðåìÿ, áûë ðàçðàáîòàí ìåõà-
íèçì çàäà÷. Âíà÷àëå ñîçäàåòñÿ ôàéë jobs.txt, â êîòîðîì â êàæäîé ñòðîêå
îïèñàíû ïàðàìåòðû çàäà÷è. Íèæå ïðèâåäåí ïðèìåð ôàéëà jobs.txt.

solve 0123(0,1)+0145(0,1) 7 4 8 #

solve 0123(0,1)+0134(0,1) 7 4 28 #

solve 0123(0,2)+1234(0,1)+4532(0,1) 7 5 3 #

Âíà÷àëå èäåò êëþ÷åâîå ñëîâî solve, êîòîðîå îáîçíà÷àåò, ÷òî ýòà çàäà÷à
åùå íå âçÿòà äëÿ ðåøåíèÿ. Â ïðîöåññå ðåøåíèÿ çàäàíèé ðàçëè÷íûå ïðîöåñ-
ñû áåðóò çàäà÷è èç ôàéëà è çàìåíÿþò ñëîâî solve íà taken, ÷òîáû ïîêàçàòü,
÷òî ýòà çàäà÷à óæå ðåøàåòñÿ. Çàòåì èäåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü õîäîâ ñ îòâå-
òàìè, êîòîðóþ íóæíî ðåøèòü. Ïîñëå ýòîãî èäóò òðè ïàðàìåòðà àëãîðèòìà.

• count - ïîêàçûâàåò, ÷òî íåîáõîäèìî ñ÷èòàòü: 7 - ñåìèõîäîâêè, 6 - øå-
ñòèõîäîâêè è òàê äàëåå.

Ïðèìå÷àíèå. Ýòîò ïàðàìåòð íå èñïîëüçóåòñÿ ïðè ìèíèìèçàöèè ñðåä-
íåé äëèíû èãðû.

• mde - îïðåäåëÿåò ñ êàêîãî õîäà íà÷àòü èñïîëüçîâàòü äðîáÿùèé àëãî-
ðèòì: 2 - ñ òðåòüåãî, 3 - ñ ÷åòâåðòîãî . . .

• β - âåðõíÿÿ îöåíêà áåòà.

Ìåõàíèçì çàäà÷, ïîçâîëÿåò ïàðàëëåëüíî ðåøàòü ðàçëè÷íûå çàäàíèÿ,
íåñêîëüêèìè íèòÿìè. Îí ðåàëèçîâàí òàêèì îáðàçîì, ÷òî âîçîáíîâëÿåò ðå-
øåíèå çàäà÷ ïîñëå âûêëþ÷åíèÿ êîìïüþòåðà, òàêèì îáðàçîì çàäà÷è ìîãóò
ñ÷èòàòüñÿ íåñêîëüêî äíåé.

Åñëè íåîáõîäèìî âûïîëíèòü íåñêîëüêî çàäà÷, ðåçóëüòàòû êîòîðûõ íå
çàâèñÿò äðóã îò äðóãà, òî áóäåò ëó÷øå åñëè, ïåðâûìè áóäóò èäòè çàäà÷è,
êîòîðûå ïî èíòóèòèâíûì ïðåäïîëîæåíèÿì, áóäóò ñ÷èòàòüñÿ äîëüøå. Ýòî
ïîçâîëÿåò ìàêñèìàëüíî çàãðóçèòü ïðîöåññîð. Êîãäà âîçíèêàåò ñèòóàöèÿ,
÷òî íåâûïîëíåííûõ çàäàíèé óæå íåò, òî âñå íèòè, êðîìå îäíîé, çàêîí÷è-
ëè ñâîþ ðàáîòó è æäóò. ×åì çà áîëåå êîðîòêîå âðåìÿ áóäåò âûïîëíÿòüñÿ
ïîñëåäíÿÿ çàäà÷à òåì ëó÷øå. Ïîýòîìó ëó÷øå ïðåäâàðèòåëüíî, õîòÿ áû íà
èíòóèòèâíîì óðîâíå, îòñîðòèðîâàòü çàäà÷è ïî óáûâàíèþ âðåìåíè âûïîë-
íåíèÿ.

4 Êîìïîíåíòû ïðîãðàììû.

Ïðîãðàììà ñîñòîèò èç íåñêîëüêèõ ïðèëîæåíèé. Âñå îíè íàïèñàíû íà c++,
êðîìå îäíîãî, êîòîðîå íàïèñàíî íà javascript è èñïîëüçóåòñÿ äëÿ îíëàéí
èãðû, ãäå êîìïüþòåð îòãàäûâàåò íîìåð, çàäóìàííûé ÷åëîâåêîì.
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4.1 Êîíñîëüíîå ïðèëîæåíèå executor.

Ïðèëîæåíèå èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ðàñ÷åòà çàäà÷, çàïèñàíûõ â ôàéëå jobs.txt.

4.2 Ñåðâèñ windows.

Çàïóñê íåñêîëüêèõ íèòåé executor'à.
Ðàñ÷åòû äëÿ àëãîðèòìîâ crush5, avg5, exact çàíèìàþò î÷åíü äîëãîå âðå-

ìÿ. Â ñâÿçè ñ ýòèì áûë íàïèñàí ñèñòåìíûé ñåðâèñ windows, êîòîðûé àâòî-
ìàòè÷åñêè çàïóñêàëñÿ ïðè çàãðóçêå êîìïüþòåðà. Ïîñêîëüêó êîìïüþòåð ãäå
ïðîâîäèëèñü ðàñ÷åòû èìåë ÷åòûðå ïðîöåññîðà, òî çàïóñêàëîñü ÷åòûðå íèòè
ñ íèçêèì ïðèîðèòåòîì, ÷òîáû íå ìåøàòü îñòàëüíûì ïðèëîæåíèÿì.

4.3 Ïðèëîæåíèå ïîä windows - bcw.

Âñïîìîãàòåëüíûå ôóíêöèè.

• Ñîçäàíèå çàäàíèé è ñáîð äàííûõ äëÿ àëãîðèòìà ïåðåõîäà (ñì. 5.2).

• Ðåøåíèå ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìîâ crush35, crush45, avg35, avg45.

• Ïîñòðîåíèå äåðåâüåâ.

• Çàãðóçêà äåðåâà èç ôàéëà, ïîëó÷åíèå ñòàòèñòèêè ïî íåìó, ñîçäàíèå
ñòðîêè èíèöèàëèçàöèè äåðåâà äëÿ javascript.

• Ïîñòðîåíèå html ôàéëà äëÿ îáçîðà äåðåâà ÷åðåç jQuery.

• Ðåøåíèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (0123,0.1)(1245,0.0) òî÷íûì àëãîðèòìîì
äëÿ ìèíèìèçàöèè ñåìèõîäîâîê.

4.4 Êîíñîëüíîå ïðèëîæåíèå shutdown.

Âûêëþ÷åíèå êîìïüþòåðà â çàäàííîå âðåìÿ.
Â ñâÿçè ñ òåì, ÷òî íåêîòîðûå çàäà÷è ñ÷èòàþòñÿ î÷åíü äîëãî, à íî÷üþ

ýëåêòðè÷åñòâî ïðèìåðíî â òðè ðàçà äåøåâëå, ÷åì äíåì, êîìïüþòåð ìíîæå-
ñòâî ðàç ðàññ÷èòûâàë çàäà÷è íî÷üþ. Ýòî ïðèëîæåíèå àâòîìàòè÷åñêè âû-
êëþ÷àåò êîìïüþòåð êîãäà, ñ÷åò÷èê ýëåêòðè÷åñòâà ïåðåõîäèò íà äíåâíîé
òàðèô.

4.5 Ïðèëîæåíèå tree íà javascript.

Èãðà ñ ÷åëîâåêîì ÷åðåç web èíòåðôåéñ.

• Çàãðóçêà è ïîëó÷åíèå ñòàòèñòèêè äëÿ äåðåâà.

• Èãðà ñ ÷åëîâåêîì, èñïîëüçóÿ ñîõðàíåííîå äåðåâî.
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5 Ðåçóëüòàòû ìèíèìèçàöèè ñåìèõîäîâîê.

5.1 Àëãîðèòìû crush35 è crush45.

Òàê êàê äðîáÿùèé àëãîðèòì, âî ìíîãî ðàç áûñòðåå òî÷íîãî çàïóñòèì ñíà-
÷àëà àëãîðèòì crush35. Çàòåì, òîëüêî äëÿ ñëó÷àåâ, ãäå ÷èñëî ñåìèõîäîâîê
áîëüøå íóëÿ çàïóñòèì àëãîðèòì crush45 ñ âåðõíèìè îöåíêàìè, ïîëó÷åííû-
ìè îò àëãîðèòìà crush35. Â áóäóùåì àíàëîãè÷íî ïîñòóïèì äëÿ àëãîðèòìîâ
crush5 è exact. ×èñëî ñåìèõîäîâîê ïðèâåäåíî â òàáëèöå.

÷èñëî ïåðâûé
íîìåðîâ õîä crush35 crush45
1440 0123 0.1 76 53
1260 0123 0.2 22 10
720 0123 1.1 1 0
480 0123 1.0 0 -
360 0123 0.0 0 -
264 0123 0.3 0 -
216 0123 1.2 0 -
180 0123 2.0 0 -
72 0123 2.1 0 -
24 0123 3.0 0 -
9 0123 0.4 0 -
8 0123 1.3 0 -
6 0123 2.2 0 -
1 0123 4.0 0 -

âñåãî 5040 99 63

Àëãîðèòì crush35 íè â îäíîì èç âàðèàíòîâ îòâåòà íà ïåðâûé õîä 0123 íå
âåðíóë îöåíêó 5040, à ýòî îçíà÷àåò, ÷òî îí îòãàäûâàåò âñå íîìåðà çà ñåìü
èëè ìåíåå õîäîâ.

5.2 Ïåðåõîä îò îäíîãî àëãîðèòìà ê äðóãîìó.

Ïîëó÷åíèå îöåíîê äëÿ àëãîðèòìîâ crush5 è exact ñäåëàåì â äâà ýòàïà. Ñíà-
÷àëà, èñïîëüçóÿ ðåçóëüòàòû àëãîðèòìà crush45, ïîëó÷èì îöåíêè äëÿ crush5,
çàòåì, èñïîëüçóÿ ðåçóëüòàòû àëãîðèòìà crush5, ñäåëàåì ïåðåõîä ê àëãîðèò-
ìó exact. Ðàñ÷åò àëãîðèòìîì crush5, à óæ òåì áîëåå àëãîðèòìîì exact áóäåò
çàíèìàòü ìíîãî âðåìåíè, ïîýòîìó ðåøåíèå ýòèìè àëãîðèòìàìè ðàçîáüåì íà
íåñêîëüêî øàãîâ.

Íàçîâåì àëãîðèòì îò êîòîðîãî ìû ïåðåõîäèì prev, à òîò, ê êîòîðîìó ìû
ïåðåõîäèì - next.
Øàãè 1-5. Îöåíêà ëó÷øèõ õîäîâ, ïîëó÷åííûõ àëãîðèòìîì prev.

1. Äëÿ àëãîðèòìà prev íàõîäèì ëó÷øèé õîä t1 äëÿ ïåðâîãî õîäà (0123,0.1).
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2. Ðàññìîòðèì âñå îòâåòû r1 òàêèå ÷òî, îöåíêà ÷èñëà ñåìèõîäîâîê àëãî-
ðèòìîì prev áîëüøå íóëÿ Φprev

7 [(0123, 0.1)(t1, r1)] > 0.

3. Äëÿ òàêèõ îòâåòîâ r1 ñ÷èòàåì ÷èñëî ñåìèõîäîâîê àëãîðèòìîì next
e1(r1) = Φnext

7 [(0123, 0.1)(t1, r1)], ïðè ýòîì â êà÷åñòâå âåðõíåé îöåíêè
β èñïîëüçóåì îöåíêó îò àëãîðèòìà prev β = Φprev

7 [(0123, 0.1)(t1, r1)].

4. Îáîçíà÷èì E1 =
∑

r1
e1(r1)

5. Ïðîâåäÿ øàãè 1-4, äëÿ ïåðâîãî õîäà (0123,0.2), ïîëó÷èì ëó÷øèé õîä
t2 è åãî îöåíêó E2. Òàêèì îáðàçîì, øàãè 1-5 áåðóò ëó÷øèå õîäû äëÿ
àëãîðèòìà prev è íàõîäÿò äëÿ íèõ îöåíêó àëãîðèòìîì next.

Øàã 6. Ïîñòðîåíèå òàáëèöû äëÿ õîäîâ (0123,0.1)(t,0.2).

6. Çàïóñêàåì àëãîðèòì next ïî âñåì âòîðûì õîäàì t êðîìå (t1, t2, 0132,
0231, 1032, 1230), äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (0123,0.1)(t,0.2). Ïî õîäàì
t1, t2 îöåíêè èçâåñòíû. Òàêæå ìû çàâåäîìî ïðåäïîëàãàåì, ÷òî íîìå-
ðà 0132, 0231, 1032, 1230 óæå íå áóäóò ëó÷øèìè õîäàìè, ïî íèì áóäåì
çàïóñêàòü àëãîðèòì next â ñàìîì êîíöå. Ïðè çàïóñêå àëãîðèòìà next
èñïîëüçóåì âåðõíþþ îöåíêó β = min(E1,Φ

prev
7 [(0123, 0.1)(t, 0.2)]). Ïî-

ëó÷åííóþ îöåíêó, îáîçíà÷èì çà e12(t) = Φnext
7 [(0123, 0.1)(t, 0.2)]. Îò-

ñîðòèðóåì õîäû ïî âîçðàñòàíèþ e12(t) è âûïèøåì èõ â òàáëèöó â êî-
òîðóþ äîáàâèì íîìåðà t1 è t2 ñ èõ îöåíêàìè.

Ïðèìå÷àíèå. Ñîðòèðóÿ íîìåðà â øàãå 6 ìû ôàêòè÷åñêè ñîðòèðóåì íî-
ìåðà (èëè çàäà÷è) â ïîðÿäêå óáûâàíèÿ âðåìåíè âûïîëíåíèÿ, òåì ñàìûì
äîïîëíèòåëüíî óñêîðÿÿ ïðîãðàììó (ñì. ðàçäåë 3.6).
Ïðèìå÷àíèå. Ïîñòðîèâ òàáëèöó äëÿ õîäîâ (0123,0.1)(t,0.2), ìû ìîæåì
åå èñïîëüçîâàòü äëÿ íàõîæäåíèÿ îïòèìàëüíî õîäà, êàê äëÿ ïåðâîãî õîäà
(0123,0.1), òàê è äëÿ ïåðâîãî õîäà (0123,0.2) (ñì. ëåììó 3).
Øàãè 7-8. Ïîèñê îöåíêè ÷èñëà ñåìèõîäîâîê äëÿ ïåðâîãî õîäà (0123,0.2).

7. Ðàññìîòðèì õîä t ñ ìèíèìàëüíîé îöåíêîé e12(t). Äëÿ íåãî íàéäåì äðó-
ãèå îòâåòû r, ïî êîòîðûì ÷èñëî ñåìèõîäîâîê ïðè èñïîëüçîâàíèè àëãî-
ðèòìà next, äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (0123, 0.2)(t, r) áîëüøå íóëÿ. Äëÿ
óñêîðåíèÿ ïðîöåññà èñïîëüçóåì îöåíêè ïîëó÷åííûå àëãîðèòìîì prev.
Îáîçíà÷èì çà E∗2 ñóììó âñåõ òàêèõ îöåíîê. E

∗
2 - îöåíêà ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòè (0123, 0.2)(t, ∗) àëãîðèòìîì next. Åñëè E∗2 < E2, òî óìåíüøèì
ëó÷øóþ îöåíêó E2 = E∗2 .

8. Äëÿ íîìåðîâ t ó êîòîðûõ e12(t) < E2, äåëàåì àíàëîãè÷íóþ ïðîöåäóðó,
êàê íà ïðåäûäóùåì øàãå è ïîòåíöèàëüíî ñíèæàåì E2. Ðåçóëüòèðó-
þùàÿ îöåíêà E2 è áóäåò ëó÷øåé îöåíêîé äëÿ àëãîðèòìà next, ïîñëå
õîäà (0123, 0.2).

Øàã 9. Ïîèñê îöåíêè ÷èñëà ñåìèõîäîâîê äëÿ ïåðâîãî õîäà (0123, 0.1).

9. Òîæå ñàìîå íàäî ñäåëàòü äëÿ ïåðâîãî õîäà (0123,0.1).
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Øàã 10. Ïðîâåðêà îñòàâøèõñÿ íîìåðîâ.

10. Óáåäèìñÿ, ÷òî õîäû t = (0132, 0231, 1032, 1230) íå ëó÷øèå, äëÿ ýòîãî
çàïóñòèì àëãîðèòì next äëÿ (0123, 0.1)(t, 0.1) ñ âåðõíåé îöåíêîé β = E1

è (0123, 0.2)(t, 0.2) ñ β = E2

Òåïåðü ñäåëàåì ïðàêòè÷åñêèé ïåðåõîä îò àëãîðèòìà crush45 ê àëãîðèòìó
crush5.

5.3 Àëãîðèòì crush5.

5.3.1 Ðàñ÷åò äëÿ ëó÷øèõ õîäîâ (øàãè 1-5).

Ðàññìîòðèì ëó÷øèé íîìåð äëÿ ïåðâîãî õîäà (0123,0.1), ïîëó÷åííûé àëãî-
ðèòìîì crush45 - ýòî 1245. Ïîñëå íåãî ìîæåò áûòü íåñêîëüêî îòâåòîâ, íî
òîëüêî ïî òðåì èç íèõ ÷èñëî ñåìèõîäîâîê áîëüøå íóëÿ, ïî ýòèì ñëó÷àÿì
çàïóñòèì àëãîðèòì crush5.

õîä 1 õîä 2 crush45 crush5
0123 0.1 1245 0.1 41 38
0123 0.1 1245 0.2 10 7
0123 0.1 1245 0.0 2 1

âñåãî 53 46

Àíàëîãè÷íî, åñëè ïåðâûé õîä (0123,0.2), òî ëó÷øèé íîìåð - 1435.

õîä 1 õîä 2 crush45 crush5
0123 0.2 1435 0.1 9 8
0123 0.2 1435 0.2 1 0

âñåãî 10 8

Òåïåðü ó íàñ åñòü ñòàðòîâûå îöåíêè íà ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî ñåìèõîäîâîê.
Ïîñëå ïåðâîãî õîäà (0123,0.1) - E1 = 46, ïîñëå õîäà (0123,0.2) - E2 = 8.
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5.3.2 Ïîñòðîåíèå òàáëèöû (øàã 6).

t (0123,0.1)(t,0.2)

1234 3
1034 4
1245 7
1204 7
1435 8
1045 9
1456 10
0234 10
0245 15
0214 17
0134 18
0456 30
0145 39
0124 41
4567 ≥ 46

5.3.3 Ëó÷øèé õîä ïîñëå (0123,0.2) (øàãè 7-8).

t (0123,0.1)(t,0.2) (0123,0.2)(t,0.2) E2 = 8

1234 3 1 E2 = 4
1034 4 ×
1245 7 ×
1204 7 ×
1435 8 0
1045 9 ×
1456 10 ×
0234 10 ×
0245 15 ×
0214 17 ×
0134 18 ×
0456 30 ×
0145 39 ×
0124 41 ×
4567 ≥ 46 ×

Ðàññìîòðèì âòîðîé õîä 1234, òîëüêî äëÿ âòîðûõ îòâåòîâ 0.1 è 0.2 ÷èñëî
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ñåìèõîäîâîê áîëüøå íóëÿ.

õîä 1 õîä 2 crush45 crush5
0123 0.2 1234 0.1 - 3
0123 0.2 1234 0.2 - 1
0123 0.2 1234 1.1 1 0

âñåãî 4

Òàêèì îáðàçîì åñëè âòîðîé õîä 1234, òî ÷èñëî ñåìèõîäîê ðàâíî 4. Èç
òàáëèöû âèäíî, ÷òî ðàññìàòðèâàòü îñòàëüíûå íîìåðà íå èìååò ñìûñëà, òàê
êàê ïî íèì ÷èñëî ñåìèõîäîâîê áóäåò íå ìåíüøå, ÷åì 4. Òàêèì îáðàçîì ëó÷-
øèé âòîðîé õîä, äëÿ àëãîðèòìà crush5 - 1234, ÷èñëî ñåìèõîäîâîê - 4.

5.3.4 Ëó÷øèé õîä ïîñëå (0123,0.1) (øàã 9).

t (0123,0.1)(t,0.2) (0123,0.1)(t,0.1) E1 = 46

1234 3 ≥ 43 E1 ≥ 46
1034 4 ≥ 42 E1 ≥ 46
1245 7 38 E1 = 46
1204 7 ≥ 39 E1 ≥ 46
1435 8 ≥ 38 E1 ≥ 46
1045 9 ≥ 37 E1 ≥ 46
1456 10 ≥ 36 E1 ≥ 46
0234 10 ≥ 36 E1 ≥ 46
0245 15 ≥ 31 E1 ≥ 46
0214 17 ≥ 29 E1 ≥ 46
0134 18 ≥ 28 E1 ≥ 46
0456 30 ≥ 16 E1 ≥ 46
0145 39 ≥ 7 E1 ≥ 46
0124 41 ≥ 5 E1 ≥ 46
4567 ≥ 46 ×

Ïîñëå âòîðîãî õîäà 1245, ïîëó÷åííîãî êàê ëó÷øèé õîä àëãîðèòìîì crush45,
íè îäèí äðóãîé íîìåð íå äàë ëó÷øèé ðåçóëüòàò.

5.3.5 Ïðîâåðêà íîìåðîâ ñ öèôðàìè 0-3 (øàã 10).

Â ñàìîì êîíöå íåîáõîäèìî óáåäèòüñÿ, ÷òî íîìåðà êîòîðûå ñîäåðæàòü òîëüêî
öèôðû îò 0 äî 3, íå áóäóò ëó÷øèìè õîäàìè.

õîä 1 õîä 2 crush5
0123 0.1 0132 0.1 ≥ 46
0123 0.1 0231 0.1 ≥ 46
0123 0.1 1032 0.1 ≥ 46
0123 0.1 1230 0.1 ≥ 46

õîä 1 õîä 2 crush5
0123 0.2 0132 0.2 ≥ 4
0123 0.2 0231 0.2 ≥ 4
0123 0.2 1032 0.2 ≥ 4
0123 0.2 1230 0.2 ≥ 4
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5.3.6 Ðåçóëüòàòû àëãîðèòìà crush5.

Ïîñëå õîäà (0123,0.1) ëó÷øèé âòîðîé õîä - 1245, ÷èñëî ñåìèõîäîâîê - 46.
Ïîñëå õîäà (0123,0.2) ëó÷øèé âòîðîé õîä - 1234, ÷èñëî ñåìèõîäîâîê - 4.

5.4 Òî÷íûé àëãîðèòì.

Ê ñîæàëåíèþ äëÿ ðàñ÷åòà òî÷íûì àëãîðèòìîì òðåáóåòñÿ äëèòåëüíîå âðåìÿ.
Â äàííîå âðåìÿ âåäåòñÿ ïîèñê ñåðâåðîâ äëÿ çàâåðøåíèÿ ðàñ÷åòîâ.

5.5 Ñðàâíèòåëüíàÿ òàáëèöà ðåçóëüòàòîâ àëãîðèòìîâ.

õîä 1 crush35 crush45 crush5
0123 0.1 76 53 46
0123 0.2 22 10 4
0123 1.1 1 0 0

âñåãî 7-õîäîâîê 99 63 50

6 Ìèíèìèçàöèÿ ÷èñëà øåñòèõîäîâîê, ïÿòèõî-

äîâîê è òàê äàëåå.

Âûøå ìû ðàññìàòðèâàëè, òîëüêî îòâåòû íà ïåðâûé õîä 0123 ïðè êîòî-
ðûõ ÷èñëî ñåìèõîäîâîê áîëüøå íóëÿ. Ýòî òîëüêî äâà îòâåòà 0.1 è 0.2. Äëÿ
îñòàëüíûõ îòâåòîâ ìû ìîæåì ìèíèìèçèðîâàòü ÷èñëî øåñòèõîäîâîê. Åñëè
÷èñëî øåñòèõîäîâîê áóäåò ðàâíî íóëþ, ìîæíî ìèíèìèçèðîâàòü ÷èñëî ïÿòè-
õîäîâîê è òàê äàëåå. Çàäà÷à ïî ïîèñêó ìèíèìàëüíîãî ÷èñëà øåñòèõîäîâîê
íàìíîãî ëåã÷å îñíîâíîé çàäà÷è, òàê êàê òåïåðü ðàññìàòðèâàåòñÿ íà îäèí
õîä ìåíüøå. Òàáëèöà ìèíèìèçàöèè, ïðåäñòàâëåíà íèæå, â íåé îòáðîøåí
îòâåò 4.0.

õîä 1 7-õîäîâêè 6-õîäîâêè 5-õîäîâêè 4-õîäîâêè
0123 0.1 ≤ 46
0123 0.2 ≤4
0123 1.1 0 213
0123 1.0 0 88
0123 0.0 0 84
0123 0.3 0 20
0123 1.2 0 8
0123 2.0 0 4
0123 2.1 0 0 28
0123 3.0 0 0 2
0123 0.4 0 0 0 6
0123 1.3 0 0 1
0123 2.2 0 0 0 4
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7 Ðåçóëüòàòû ìèíèìèçàöèè äëèíû èãðû.

Çàäà÷à ìèíèìèçàöèè ñðåäíåé äëèíû èãðû ñëîæíåå çàäà÷è ìèíèìèçàöèè
ñåìèõîäîâîê, íî òî÷íàÿ îöåíêà äëÿ íåå èçâåñòíà (ñì. [1] and [2]). Òàêèì
îáðàçîì äîñòàòî÷íî íàéòè àëãîðèòì, äàþùèé îïòèìàëüíóþ îöåíêó. Âíà÷à-
ëå çàïóñòèì àëãîðèòìû avg35, avg45. Ïîñëå ýòîãî çàïóñòèì î÷åíü áûñòðàé
àëãîðèòì, êîòîðûé íå èñïîëüçóåò ýâðèñòè÷åñêèå àëãîðèòìû, íî â êà÷åñòâå
õîäîâ 4-6 ïåðåáèðàåò òîëüêî îñòàâøèåñÿ íîìåðà (ñòîëáåö fso).

Âîçüìåì ðåçóëüòàòû òî÷íîãî àëãîðèòìà èç [2] è çàïèøåì èõ â ñòîëáåö
exact. Åñëè ïîñìîòðåòü òàáëèöó íèæå, è ñðàâíèòü ìèíèìàëüíóþ îöåíêó àë-
ãîðèòìîâ avg45, fso è òî÷íîãî àëãîðèòìà (ñòîëáåö exact), ìû óâèäèì, ÷òî
ñåé÷àñ îïòèìàëüíûé ðåçóëüòàò íå äîñòèãíóò òîëüêî ïî îòâåòàì 0.1, 0.2 è
1.1. Ïîýòîìó, òîëüêî äëÿ íèõ, çàïóñòèì àëãîðèòì avg5.

õîä 1 avg35 avg45 fso min(avg45,fso) exact avg5
0123 0.0 1808 1807 1806 1806 1806 1806
0123 0.1 8009 7951 7942 7942 7935 7935
0123 0.2 6828 6817 6818 6817 6808 6808
0123 0.3 1284 1268 1269 1268 1268 1268
0123 0.4 32 32 32 32 32 32
0123 1.0 2400 2394 2393 2393 2393 2393
0123 1.1 3731 3717 3716 3716 3712 3712
0123 1.2 1031 1020 1020 1020 1020 1020
0123 1.3 30 30 30 30 30 30
0123 2.0 845 839 839 839 839 839
0123 2.1 314 312 312 312 312 312
0123 2.2 21 21 21 21 21 21
0123 3.0 97 97 97 97 97 97
0123 4.0 1 1 1 1 1 1

âñåãî õîäîâ 26 431 26 306 26 296 26 294 26 274 26 274
ñðåäíåå 5.2442 5.2194 5.2175 5.2171 5.2131 5.2131

Èç ðåçóëüòèðóþùåé òàáëèöû âèäíî, ÷òî àëãîðèòì avg5 óæå äàåò òî÷íóþ
îöåíêó. Òàêèì îáðàçîì ìèíèìàëüíî âîçìîæíàÿ äëèíà èãðû äîñòèãíóòà.

8 Ïîñòðîåíèå äåðåâà õîäîâ.

Äëÿ òîãî ÷òîáû ñîçäàòü ïðîãðàììó, óãàäûâàþùóþ çàãàäàííûå ÷åëîâåêîì
íîìåðà è íå èñïîëüçóþùóþ äëèòåëüíûå ðàñ÷åòû, íåîáõîäèìî ïðåäâàðèòåëü-
íî ïîñòðîèòü äåðåâî õîäîâ è ñîõðàíèòü åãî â ôàéë. Çàòåì â îòäåëüíîé ïðî-
ãðàììå ìîæíî çàãðóçèòü ýòî äåðåâî è èñïîëüçîâàòü åãî áåç âñÿêèõ ðàñ÷åòîâ.

Ìèíèìèçàöèÿ ñåìèõîäîâîê. Ïðè ïîñòðîåíèè äåðåâà ìû áóäåì íå òîëü-
êî ìèíèìèçèðîâàòü ñåìèõîäîâêè. Åñëè ÷èñëî ñåìèõîäîâîê äëÿ óçëà äåðåâà
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ðàâíî íóëþ, òî ìû ìèíèìèçèðóåì ÷èñëî øåñòèõîäîâîê, åñëè æå ìîæíî ñäå-
ëàòü õîä, òàêîé ÷òî ÷èñëî øåñòèõîäîâîé áóäåò ðàâíî íóëþ - áóäåì ìèíè-
ìèçèðîâàòü ïÿòèõîäîâêè è òàê äàëåå. Ïðè ýòîì, äëÿ ìèíèìèçàöèè øåñòè-
õîäîâîê, ïÿòèõîäîâîê è òàê äàëåå ìû áóäåì âñåãäà èñïîëüçîâàòü òî÷íûé
àëãîðèòì. Äëÿ ìèíèìèçàöèè æå ñåìèõîäîâîê, äëÿ ïåðâûõ õîäîâ (0123,0.1)
è (0123,0.2), èñïîëüçóåì îäèí èç âûøåïðèâåäåííûõ àëãîðèòìîâ crush45,
crush5. Íàçîâåì òàêèå àëãîðèòìû îïòèìèçèðîâàííûìè è áóäåì îáîçíà÷àòü
èõ crush45o, crush5o. Ýòè àëãîðèòìû áóäóò äàâàòü ñòîëüêî æå ñåìèõîäîâîê,
÷òî è èõ íåîïòèìèçèðîâàííûå âàðèàíòû, íî îíè áóäóò ñóùåñòâåííî óìåíü-
øàòü ÷èñëî øåñòèõîäîâîê, ïÿòèõîäîâîê è òàê äàëåå.

Ïðè ñîçäàíèè äåðåâà áóäåì èñïîëüçîâàòü ïðåäâàðèòåëüíî ðàññ÷èòàííûå
ïåðâûå òðè õîäà. Â ïðîöåññå ïîñòðîåíèÿ, äëÿ êàæäîãî óçëà äåðåâà ñîõðàíèì
òàêæå äîïîëíèòåëüíûé ïàðàìåòð n− th. Îí áóäåò îáîçíà÷àòü ñ ÷åãî íà÷è-
íàòü ñ÷èòàòü ïîòîìêàì. Íàïðèìåð, åñëè n−th = 5, òî âñå ïîòîìêè íà÷èíàþò
ñ÷èòàòü ñ ïÿòèõîäîâîê. Òàêæå áóäåì ñîõðàíÿòü ñàìó îöåíêó e, êîòîðàÿ ïî-
ìîæåò ïðè ðàñ÷åòå â ïðîöåññå ïîñòðîåíèÿ äåðåâà. Íàïðèìåð, n − th = 5
è e = 30, îáîçíà÷àþò, ÷òî ñóììàðíîå ÷èñëî ïÿòèõîäîâîê ó âñåõ ïîòîìêîâ
ðàâíî 30.

Ìèíèìèçàöèÿ ñðåäíåé äëèíû èãðû. Â ïðîöåññå ïîñòðîåíèÿ, äëÿ êàæ-
äîãî óçëà äåðåâà ñîõðàíèì òàêæå îöåíêó e, êîòîðàÿ ïîìîæåò ïðè ðàñ÷åòå
â ïðîöåññå ïîñòðîåíèÿ äåðåâà. Íàïðèìåð, e = 30, îçíà÷àåò, ÷òî ñóììàðíîå
÷èñëî îöåíîê ó âñåõ ïîòîìêîâ ðàâíî 30. Òàêæå, êàê è ïðè ìèíèìèçàöèè ñå-
ìèõîäîâîê, èñïîëüçóþòñÿ ïðåäâàðèòåëüíî ðàññ÷èòàííûå ïåðâûå òðè õîäà.

8.1 Ðåàëèçàöèÿ àëãîðèòìà íà ñ++.

Äëÿ ïðîâåðêè ïîñòðîåííîãî äåðåâà ñíà÷àëà èñïîëüçîâàëàñü ïðîãðàììà íà
c++. Äåðåâî çàãðóæàëîñü, ïîñëå ÷åãî ïðîãîíÿëîñü ïî âñåì âîçìîæíûì çà-
ãàäàííûì íîìåðàì, äî òåõ ïîð ïîêà íå áûë ïîëó÷åí îòâåò 4.0. Çàòåì ñîáè-
ðàëàñü ñòàòèñòèêà, ñêîëüêî íîìåðîâ óãàäàíî òî÷íî çà 7, 6. . . õîäîâ, à òàêæå
ñêîëüêî ñóììàðíî õîäîâ ïîòðàòèëîñü íà îòãàäûâàíèå âñåõ íîìåðîâ.

Òàêæå, ñ ïîìîùüþ ïðîãðàììû, ñòðîèëîñü äåðåâî â âèäå html ôàéëà, êî-
òîðîå ìîæíî ïðîñìàòðèâàòü èñïîëüçóÿ áðàóçåð. Ïðèìåð ìîæíî ïîñìîòðåòü
çäåñü - http://bulls-cows.sourceforge.net/crush5oTree.html.

8.2 Ðåàëèçàöèÿ àëãîðèòìà íà javascript.

Ïîñëå óñïåøíîé ïðîâåðêè ïîñòðîåííûõ äåðåâüåâ íà ñ++, ìîæíî ñîçäàòü
web ðåàëèçàöèþ àëãîðèòìà. ×òîáû íå íàãðóæàòü ñåðâåð ñîçäàäèì ïðîãðàì-
ìó íà ÿçûêå javascript.

Â javascript íå èñïîëüçóþòñÿ óêàçàòåëè. Ïîýòîìó êàæäîìó ýëåìåíòó äå-
ðåâà ïðèñâîèì óíèêàëüíûé íîìåð id. Âìåñòî óêàçàòåëåé íà äî÷åðíèå ýëå-
ìåíòû áóäåì èñïîëüçîâàòü èõ èäåíòèôèêàòîðû id.

Íàøåé öåëüþ ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíî óìåíüøèòü ðàçìåð ñêðèïòà, ïîýòî-
ìó áóäåì èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùåå
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1. Äåðåâî çàäàåòñÿ îäíîé ñòðîêîé, â êà÷åñòâå ðàçäåëèòåëÿ ìåæäó ýëå-
ìåíòàìè äåðåâà èñïîëüçóåì ñèìâîë

”
!“.

2. Áóäåì ñîõðàíÿòü âñå ýëåìåíòû ïîñëåäîâàòåëüíî, òî åñòü ïåðâûé ýëå-
ìåíò áóäåò èìåòü id = 0, âòîðîé id = 1 è òàê äàëåå, òàêèì îáðàçîì id
íå ïåðåäàåòñÿ êàê ïàðàìåòð. Âñå, ÷òî ñîõðàíÿåòñÿ, ýòî èíäåêñ ëó÷øåãî
õîäà (îò 0 äî 5039) è ìàññèâ id ïîòîìêîâ, ïî âñåì âîçìîæíûì îòâåòàì.

3. Êàæäûé ýëåìåíò äåðåâà ñîäåðæèò ýëåìåíòû ïîòîìêè, ìû ïðåäâàðè-
òåëüíî çàíóìåðóåì âñå îòâåòû âñåãî èõ ìîæåò áûòü 14, ïðè ýòîì íå
áóäåì èñïîëüçîâàòü îòâåò 4.0, òî åñòü âñåãî èñïîëüçóåì òîëüêî 13 id
ïîòîìêîâ.

4. Äëÿ ñîêðàùåíèÿ çàïèñè, ïåðåäàåì âñå ïàðàìåòðû èñïîëüçóÿ ñèìâîëû
îò ASCII êîäà 35 äî 127, ïðè ýòîì îòáðàñûâàåì ñèìâîë

”
\“, êîòî-

ðûé èìååò ASCII êîä 92, òàê êàê äëÿ åãî ïåðåäà÷è â ñòðîêå javascript
òðåáóåòñÿ 2 ñèìâîëà. Òàêèì îáðàçîì èñïîëüçóåòñÿ 92-è÷íàÿ ñèñòåìà
ñ÷èñëåíèÿ. Êîäû ñèìâîëîâ áîëüøå ÷åì 127 íå èñïîëüçóþòñÿ, òàê êàê
îíè ïî ðàçíîìó ðàñïîçíàþòñÿ ðàçëè÷íûìè áðàóçåðàìè. Ìàêñèìàëüíîå
ïåðåäàâàåìîå ÷èñëî ìåíüøå ÷åì 92×92, ïîýòîìó äëÿ ïåðåäà÷è ëþáîãî
÷èñëà íàì äîñòàòî÷íî äâóõ áàéò.

5. Åñëè ýëåìåíò íå ñîäåðæèò ïîòîìêîâ, òî ìàññèâ id ïîòîìêîâ íå ïåðå-
äàåòñÿ.

6. Ìàññèâ id ïîòîìêîâ ìîæíî ïåðåäàâàòü äâóìÿ ñïîñîáàìè. Ïåðâûé -
óêàçàòü âñå ýëåìåíòû, ïðè ýòîì âñåãî áóäåò ïåðåäàíî 13 ïàðàìåòðîâ
ïî äâà áàéòà êàæäûé. Âòîðîé - ïåðåäàâàòü åãî ïàðàìè

”
èíäåêñ ìàññè-

âà (îäèí áàéò îò 0 äî 13) è çíà÷åíèå (2 áàéòà)“. ×èñëî áàéò, ïðè òàêîé
ïåðåäà÷å âñåãäà êðàòíî òðåì, â òî âðåìÿ êàê ïðè ïåðåäà÷å âñåõ ïîòîì-
êîâ èñïîëüçóåòñÿ 26 áàéò. Òàêèì îáðàçîì, âñåãäà ìîæíî îïðåäåëèòü,
êàêèì ñïîñîáîì áûë ïåðåäàí ìàññèâ. Ïðè ñîõðàíåíèè ýëåìåíòà äåðå-
âà ñíà÷àëà ïîñ÷èòàåì êàêîé ñïîñîá ïåðåäà÷è áóäåò ñîäåðæàòü áîëåå
êîðîòêóþ ñòðîêó, è òàêèì ñïîñîáîì ïåðåäàäèì ìàññèâ.

Â ðåçóëüòàòå âñåõ ýòèõ îïòèìèçàöèé ðàçìåð ñòðîêè äëÿ îäíîãî äåðåâà
ñíèçèëñÿ ñ 222 êèëîáàéò äî 31.6 êèëîáàéò.

9 Âðåìÿ ðàñ÷åòîâ.

9.1 Àëãîðèòìû crush35 è crush45.

Ïðèìåð ñòðîêè -

crush35 (0,1) max=5040 e=76 time 00:00:01 best=1456

îçíà÷àåò, ÷òî çàïóùåí àëãîðèòì crush35 ïîñëå õîäà (0123,0.1) ñ íà÷àëüíîé
îöåíêîé 5040. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷åíà íîâàÿ îöåíêà 76 ñ ëó÷øèì õîäîì 1456,
ïðè ýòîì âðåìÿ ðàñ÷åòà çàíÿëî îäíó ñåêóíäó.
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solving 0123(*.*) count 7th

-----------------

crush35 (0.0) max=5040 e= 0 time 00:00:00 best=4567

crush35 (0.1) max=5040 e=76 time 00:00:01 best=1456

crush35 (0.2) max=5040 e=22 time 00:00:01 best=1234

crush35 (0.3) max=5040 e= 0 time 00:00:00 best=4567

crush35 (0.4) max=5040 e= 0 time 00:00:00 best=1456

crush35 (1.0) max=5040 e= 0 time 00:00:00 best=0134

crush35 (1.1) max=5040 e= 1 time 00:00:00 best=1456

crush35 (1.2) max=5040 e= 0 time 00:00:00 best=4567

crush35 (1.3) max=5040 e= 0 time 00:00:00 best=1456

crush35 (2.0) max=5040 e= 0 time 00:00:00 best=4567

crush35 (2.1) max=5040 e= 0 time 00:00:00 best=4567

crush35 (2.2) max=5040 e= 0 time 00:00:00 best=1456

crush35 (3.0) max=5040 e= 0 time 00:00:00 best=4567

total 99 time 00:00:03

-----------------

crush45 (0.1) max= 76 e=53 time 00:05:31 best=1245

crush45 (0.2) max= 22 e=10 time 00:02:31 best=1435

crush45 (1.1) max= 1 e= 0 time 00:00:04 best=1456

total 63 time 00:08:07

Ïîñëå ïðîãîíà àëãîðèòìà crush35, äëÿ ñëó÷àåâ, ãäå ÷èñëî ñåìèõîäîâîê áîëü-
øå íóëÿ çàïóñêàåì àëãîðèòì crush45, ñ âåðõíåé îöåíêîé, ïîëó÷åííîé àëãî-
ðèòìîì crush35.

9.2 Àëãîðèòì crush5.

Àëãîðèòì crush5 çàïóñêàëñÿ ñ ïîìîùüþ ìåõàíèçìà çàäà÷, ïîýòîìó ïî íåìó
íåò äàííûõ î âðåìåíè âûïîëíåíèÿ.

9.3 Àëãîðèòìû avg35 è avg45.

Ïðèìåð ñòðîêè -

avg35 (0.0) max=**** e=1808 time 00:00:01 best=4567

îçíà÷àåò, ÷òî çàïóùåí àëãîðèòì avg35 ïîñëå õîäà (0123,0.0) ñ ìàêñèìàëüíîé
íà÷àëüíîé îöåíêîé. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷åíà íîâàÿ îöåíêà 1808 ñ ëó÷øèì
õîäîì 4567, ïðè ýòîì âðåìÿ ðàñ÷åòà çàíÿëî îäíó ñåêóíäó.

solving 0123(*.*)

-----------------

avg35 (0.0) max=**** e=1808 time 00:00:01 best=4567

avg35 (0.1) max=**** e=8009 time 00:00:02 best=1245

avg35 (0.2) max=**** e=6828 time 00:00:05 best=1435

avg35 (0.3) max=**** e=1284 time 00:00:01 best=1245
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avg35 (0.4) max=**** e= 32 time 00:00:00 best=1230

avg35 (1.0) max=**** e=2400 time 00:00:01 best=0456

avg35 (1.1) max=**** e=3731 time 00:00:03 best=0145

avg35 (1.2) max=**** e=1031 time 00:00:00 best=0245

avg35 (1.3) max=**** e= 30 time 00:00:00 best=1234

avg35 (2.0) max=**** e= 845 time 00:00:00 best=0456

avg35 (2.1) max=**** e= 314 time 00:00:00 best=0245

avg35 (2.2) max=**** e= 21 time 00:00:00 best=0132

avg35 (3.0) max=**** e= 97 time 00:00:00 best=0245

avg35 (4.0) max=**** e= 1 time 00:00:00 best=0123

total 26 431 avg=5.2442 time 00:00:17

-----------------

avg45 (0.0) max=1808 e=1807 time 00:08:23 best=4567

avg45 (0.1) max=8009 e=7951 time 00:29:51 best=1456

avg45 (0.2) max=6828 e=6817 time 00:32:22 best=1435

avg45 (0.3) max=1284 e=1268 time 00:06:30 best=1435

avg45 (0.4) max= 32 e= 32 time 00:00:00 best=-001

avg45 (1.0) max=2400 e=2394 time 00:11:44 best=0456

avg45 (1.1) max=3731 e=3717 time 00:19:45 best=0245

avg45 (1.2) max=1031 e=1020 time 00:05:22 best=0245

avg45 (1.3) max= 30 e= 30 time 00:00:01 best=-001

avg45 (2.0) max= 845 e= 839 time 00:03:48 best=0245

avg45 (2.1) max= 314 e= 312 time 00:01:16 best=0145

avg45 (2.2) max= 21 e= 21 time 00:00:00 best=-001

avg45 (3.0) max= 97 e= 97 time 00:00:15 best=-001

avg45 (4.0) max= 1 e= 1 time 00:00:00 best=0123

total 26 306 avg=5.2194 time 01:59:22

9.4 Àëãîðèòì avg5.

Àëãîðèòì avg5 çàïóñêàëñÿ ñ ïîìîùüþ ìåõàíèçìà çàäà÷, ïîýòîìó ïî íåìó
íåò äàííûõ î âðåìåíè âûïîëíåíèÿ.

10 Èñòîðèÿ ðåäàêöèé.

• Ïåðâàÿ ðåäàêöèÿ 25 äåêàáðÿ 2008

• Âòîðàÿ ðåäàêöèÿ 1 íîÿáðÿ 2011

� Ñòàòüÿ ñèëüíî ðàñøèðåíà è äîïîëíåíà.

� Ñòàòüÿ ïåðåâåäåíà íà àíãëèéñêèé ÿçûê.

� Ñîçäàí ñàéò ïðîåêòà íà àíãëèéñêîì ÿçûêå.

29



Ñïèñîê ëèòåðàòóðû

[1] John Francis, Strategies for playing MOO, or Bulls and Cows.

http://www.jfwaf.com/Bulls%20and%20Cows.pdf

[2] Tetsuro Tanaka, An Optimal MOO Strategy, Game Programming
Workshop - Japan.

30

http://www.jfwaf.com/Bulls%20and%20Cows.pdf

	Введение.
	Теория.
	Обозначения.
	Преобразования.
	Классы эквивалентности.
	Множество первых ходов.
	Множество вторых ходов.
	Множество третьих ходов.
	Оценки подмножеств.
	Минимально возможная оценка.
	Быстрая оценка.
	Отсечения для ходов 4-6.
	Отсутствующие цифры.
	Неназванные цифры.
	Ходы разбивающие множество номеров на одну группу.

	На несколько ходов получены одинаковые ответы.

	Алгоритмы.
	Точный алгоритм.
	Алгоритм последнего слоя.

	Эвристические алгоритмы.
	Дробящий алгоритм.
	Алгоритм Лармауса.

	Ускорения алгоритмов.
	Обозначения алгоритмов.
	Расширение для подсчета шестиходовок, пятиходовок итд.

	Компоненты алгоритма.
	Альфа-бета отсечения.
	Массивы второго, третьего ходов и фиксированный первый ход.
	Упорядочивание ходов 2 и 3.
	Упорядочивание остальных ходов.
	Таблица ответов.
	Механизм задач.

	Компоненты программы.
	Консольное приложение executor.
	Сервис windows.
	Приложение под windows - bcw.
	Консольное приложение shutdown.
	Приложение tree на javascript.

	Результаты минимизации семиходовок.
	Алгоритмы crush35 и crush45.
	Переход от одного алгоритма к другому.
	Алгоритм crush5.
	Расчет для лучших ходов (шаги 1-5).
	Построение таблицы (шаг 6).
	Лучший ход после (0123,0.2) (шаги 7-8).
	Лучший ход после (0123,0.1) (шаг 9).
	Проверка номеров с цифрами 0-3 (шаг 10).
	Результаты алгоритма crush5.

	Точный алгоритм.
	Сравнительная таблица результатов алгоритмов.

	Минимизация числа шестиходовок, пятиходовок итд.
	Результаты минимизации средней длины игры.
	Построение дерева ходов.
	Реализация алгоритма на с++.
	Реализация алгоритма на javascript.

	Время расчетов.
	Алгоритмы crush35 и crush45.
	Алгоритм crush5.
	Алгоритмы avg35 и avg45.
	Алгоритм avg5.

	История редакций.
	Список литературы.

